czastek dobiegajacych do powierzchni r = 2M. Stozki
we wspoélrzednych Kruskala—Szekeresa sa zawsze
zbudowane z tworzacych nachylonych pod katem 45°
do osi ukladu.

Jeste$my juz gotowi do opisania loséw kota pod
horyzontem. Kot, jako obiekt masywny, porusza sie
zawsze po krzywe]j czasowej, czyli jego czteropredkosé
zawsze znajduje sie wewnatrz stozka swietlnego. Na
diagramie Kruskala oznacza to, ze jego czteropredkosé¢
jest zawsze skierowana ,,w gore”, w kierunku
rosnacego u, a malejacego r. Wobec tego spotkanie
kota z osobliwoscig w r = 0 jest nieuniknione.

Zasada Lagrange’a a geometria
Ewa GORA, Aleksiej TRETIAKOW i Henryk ZOLADEK

1. Zasada Lagrange’a

Chyba kazdy z nas zetknatl sie z interesujacymi
problemami polegajacymi na znalezieniu ekstremum
pewnej funkcji (na okreslonym zbiorze), na przyklad
takimi jak nizej przedstawione:

PRZYKLAD 1. Znalez¢ na plaszczyznie tréjkat
o danym polu P, ktérego obwéd bylby najmniejszy.

PRZYKEAD 2. W dany tréjkat wpisac taki tréjkat,
aby jego obwd6d byl minimalny.

PRZYKEAD 3. Mamy dany tréjkat ABC. Znalez¢
punkt, ktérego suma odleglosci od wierzchotkéw jest
najmniejsza.

Rozwigzanie tych problemow metodami
geometrycznymi nie zawsze jest elementarne.

W niniejszym tekscie chcemy przedstawi¢ uniwersalny
sposob rozwiazania nastepujacego problemu
geometrycznego na ekstremum:

Dla danego tréjkgta ABC' 1 danej liczby naturalnej
n=2,3,... znalez¢ punkt, dla ktdrego suma

|z1|™ + |z2|™ + |z3|™ poleg odleglosci od bokdw jest
najmniejsza.

Do rozwiazania tego problemu proponujemy

klasyczny sposéb Lagrange’a. W XVIII w. Lagrange
wykoncypowal nastepujaca ogélna metode
rozwiazywania zagadnien optymalizacji. Przypusémy,
ze mamy znalezé ekstremum funkcji ¢(z) okreslonej

na zbiorze X C R", danym pewnymi rownaniami

i nieréwno$ciami: f;(z) =0 lub f;(z) > 0 (gdzie funkcje
fi sa rézniczkowalne).

Jezeli punkt ekstremalny z* lezy we wnetrzu
obszaru X (ktéry ma niepuste wnetrze), to warunkiem
koniecznym jest

(1) ¢'(=*) =0,

Op . e . .
tzn. 6—x1(:r )_...-E(z )=0:
Natomiast jesli punkt z* nie nalezy do wnetrza
obszaru X, tylko lezy na jego brzegu, wowczas
powyzsze twierdzenie nie ma sensu. Mamy do
czynienia z ekstremum warunkowym: szukamy
min p(z) przy warunkach fi(z) =... = fi,(z) =0.
Korzystamy wtedy z zasady Lagrange’a.

Zasada Lagrange’a moéwi, ze w tym przypadku
warunkiem koniecznym ekstremum w z* jest

() ¢'(z*) = Z)\iff(x‘)a

gdzie A; sa tzw. mnoznikami Lagrange’a. Mamy
tutaj n +m danych réwnan (n réwnan na pochodne
czastkowe w (2) i m réwnan f;(z) =0) nan+m
szukanych &7, 3 T 1 Ay o5 Ams

Przy rozwiazywaniu konkretnego problemu poszukuje
sie ekstreméw we wnetrzu X i we wszystkich
gladkich kawalkach brzegu, a nastepnie poréwnuje sie
otrzymane wartosci funkcji ¢ (patrz [1]).

2. Pewne zagadnienie geometryczne

Dla danego trdjkgta ABC znaleié¢ punkt, ktorego
suma kwadratow odlegtosci od bokow trojkata jest
naymniejsza.

Rozwiazemy to zadanie, postugujac sie powyzsza
zasada Lagrange’a, a nastepnie zinterpretujemy
rozwigzanie w terminach tzw. symedian.

W naszym przypadku funkcja ¢(z) bedzie
(3) o(z) = 23 + 23 + 23,

gdzie x;, 9, T3 sa odleglosciami punktu P od bokéw
BC, AC, AB (rys. 1). Zakladamy jeszcze, ze z; > 0,
jesli z; lezy w tej samej polplaszczyznie co i sam
tréjkat, w przeciwnym przypadku bedzie x; < 0.



Oznaczmy jeszcze przez a, b, ¢ odpowiednie dlugosci
bokéw tréjkata. Pole tréjkata BPC wynosi fazy,
pole tréjkata AC'P wynosi 3bz, i pole tréjkata ABP
wynosi czs. Poniewaz w sumie daja pole calego
tréjkata S, to mamy dokladnie jedno ograniczenie na

z = (21,%2,23)

1 1 1
(4) f{z)= 5071 + Ebwg + 2C%3 S=0.

Rys. 1

Funkcje (3) i ograniczenie (4) sa dobre réwniez wtedy,
gdy punkt P lezy poza tréjkatem ABC (rys. 2).

A B
Rys. 2

Zgodnie z zasada Lagrange’a mamy uklad réwnan
¢'(z) = Af'(x), tan.

1 1 1
2.’121 = §AG, 2.’132 = 5/\5.} 2:1’,‘3 = '2'/\63

) lax —I—lbzz: +1cx =5
“aedd Nl B
Pierwsze trzy réwnania w (5) daja

“ I a i a &I
(6) Mo 0y Tl R

b
e b x4 ¢ x3
Pierwsza réwno$¢ w (6) méwi, ze punkt minimalny
lezy na prostej o przechodzacej przez wierzcholek C
i przecinajacej bok AB tak, ze odleglosci y1, y2 jej
punktéw od prostych CB i CA (rys. 3) spelniaja
zaleznosc¢

n a
7 ==,
(7) e
C
b
Y2 =
Y1
A e B
Rys. 3

Punkt P jest wyznaczony jako wspdlny punkt
przeciecia sie prostych l4, Ip i l¢ wychodzacych

z odpowiednich wierzcholtkéw. Latwo wykazad, ze te
proste przecinaja sie w jednym punkcie. Istotnie, jesli
dla punktu przeciecia sie prostych l¢ i l4 zachodza
pierwsze dwie réwnosci w (6), to réwniez i trzecia
rownosé jest prawdziwa.

Wydaje sie, ze proste la, Ip, lc powinny by¢

nam skad$ znane. Przypomnijmy sobie, jakie
naturalne proste stowarzyszone z tréjkatem
przecinaja sie w jednym punkcie. Sa to: dwusieczne
katéw wewnetrznych, srodkowe bokéw, wysokosci

i symetralne bokéw. Okazuje sie, ze l4, I, lc nie sa
zadnymi z powyzszych. Sa to tzw. symediany.
Symediang tréjkata nazywamy odbicie srodkowej

wzgledem dwusiecznej kata przy wierzcholku, przez
ktéry przechodzi $rodkowa (rys. 4).

Aby wykazaé, ze nasza prosta [¢ jest symediana,
skorzystamy z nastepujacej réwnosci
” BD| _ a*
|[AD| b’
gdzie D jest punktem przeciecia prostej AB
z symediana (rys. 4). Wzér (8) mozna znalez¢
w ksiazce [3] (mozna takze wyprowadzi¢ go samemu).

C

b
a
b2
#8]
B
A / ) vy
I
!
grodkowa i
. I
dwusieczna !
symediana /

Rys. 4

Niech 31, y2 beda odleglosciami punktu D od prostych
CB i C A oraz niech h oznacza wysokosé punktu C'
nad podstawa AB. Liczac na dwa sposoby pole
tréjkata BC'D, dostajemy

1

1
§Gy1 == 5 |BD|h.

Przeprowadzajac analogiczny rachunek dla
tréjkata ACD, otrzymamy

1 1

Stad mamy
y1 _ b|BD|
y2 a|AD|’
co na mocy (8) daje
. @
y2 b

Udowodniliémy zatem bardzo interesujaca wlasnosc:
Punkt przeciecia sie symedian trojkata jest punktem,
dla ktorego suma kwadratéw odleglosci od bokdow jest
najmniejsza.



3. Minimalizacja sumy n-tych
poteg odleglosci

Mamy teraz przypadek, gdy funkcja ¢ jest postaci

(9) on(@) = [21[" + |22]" + |23]"

i jedynym ograniczeniem jest warunek

1. 1 1
fle) = Eaxl + 5!}3‘:2 -+ 5623 — 5=0.

Wéwezas zgodnie z zasada Lagrange’a mamy

1
n—1
=Zha.
ney 3\a
n—1 1
(10) nxry = =Ab,
2
1
n;rg_l = 5)\(:,

skad otrzymujemy

n—1 n—1
Ty a 1 a
To b’ T3 ¢’

a co po przeksztalceniu daje nam

T2 b T3 s
Jedli teraz zalozymy, ze n — oo, to prawe strony
réwnosci w (11) daza do 1. To sugeruje, ze ciag

™ = (2™ 2{, 2"} punktéw minimum funkcji
¢n(z) dazy przy n — oo do punktu z(>), dla ktérego
23 = 28 = 2 tzn. (%) jest srodkiem okregu
wpisanego w tréjkat.

Mozna inaczej dowieéé zbieznosci ciggu (™,
wykorzystujac metody analizy funkcjonalnej.
W przestrzeni wektorowej R® wprowadzamy normy

lzlln = ¥/]z1|" + |2 + |z3]",
||#]|co = max(|z1], |z2], |z3]).

Wiadomo, ze ||z||, — ||Z||e (patrz [2]). Punkty z(™)
realizuja minimum || - ||,,. Zatem punkt z(°) realizuje
minimum || - ||, czyli

min(max(|z1], |z2], |z3])),

Stad juz latwo otrzymaé, ze |.’;:(1°°)| = [;r:gm)| = |a:g>°)|.
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Zadania Redaguje Lukasz WIECHECKI
M 934. Srednice AB i CD okregu o promieniu R przecinaja sie pod katem c.

Punkt M lezy na okregu, a punkty P i () sa rzutami prostopadlymi punktu M
na $rednice AB i C'D. Udowodni¢, ze dlugosé odcinka PQ nie zalezy od wyboru
punktu M. Znalezé¢ dhugoéé PQ.

Rozwiazanie na str. 11

M 935. Na bokach AB, BC, CD, DA prostokata ABCD wybrano punkty
K,L,M,N odpowiednio, rézne od wierzchotkéw prostokata. Wiadomo, ze
KL | MNiKM 1 LN. Dowie§é, ze punkt S przeciecia odcinkéw KM i LN
lezy na przekatnej BD prostokata.

Rozwiazanie na str. 11

M 936. Punkt D jest srodkiem okregu opisanego na takim tréjkacie
ostrokatnym ABC, ze okrag przechodzacy przez punkty A, B, D przecina
odcinki AC' 1 BC w punktach M i N (oprécz A i B). Udowodnié, ze okregi
opisane na tréjkatach ABD i M NC maja réwne promienie.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 535. Na wysokosci 5 m jest zawieszona zaréwka o natezeniu 200 cd.

6

Najwicksze oSwietlenie jest pod zaréwka i zmniejsza sie réwnomiernie we
wezystkich kierunkach. Ile wynosi pole obszaru, wewnatrz ktérego oéwietlenie
jest nie mniejsze od 1 1x7

Rozwiazanie na str. 16

" F 536. Dwa plaskie zwierciadla tworza kat dwuscienny «. Na zwierciadla
te pada promien w plaszczyZnie do nich prostopadiej i odbija si¢ od obu.
Wyznaczy¢ kat, o jaki odchyli sie promien po odbiciu.

Rozwigzanie na str. 16



