Gdy uklad wspélrzednych zawodzi. . .

Kartezjusz przypisywal punktom na
plaszezyznie pary liczb za pomoca siatki
zlozonej z dwéch prostopadlych rodzin
prostych.

W tym podejsciu odleglodé¢ As miedzy

dwoma punktami spelnia réwnanie
As® = Az® + Ay®.

Nie jest to, oczywiscie, jedyny sposdb

okreglenia polozenia punktéw na

plaszczyznie. Konkurencyjna metoda

to np. biegunowy uklad wspdlrzednych

(r, ), zwiazany z poprzednim wzorami:
T =rcosp, y=rsing.

Siatka tego ukladu wspdélrzednych to
pajeczyna:

\'d

Podanie pelnego wzoru na odlegloéé
punktéw w tym ukladzie jest trudniejsze
i niecelowe — w fizyce zazwycza]j
interesuje nas odlegloéé bardzo bliskich
punktéw (infinitezymalna). Ogdlnie wzdér
na infinitezymalna odleglosé punktow
mozna zapisa¢ w nastepujacej formie
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ds” = ,r;'w,.dm”da:u,

gdzie uklad funkeji g, to sktadowe
tensora metrycznego albo metryki.
Funkcje te zaleza od ukladu
wspolrzednych, np. w ukladzie
biegunowym metryka ma postaé

ds? = dr? + r2de?.
Zauwazmy, ze frodek uktadu biegunowego
nie ma dobrze okreslonej wspdlrzednej
wszystkie punkty, dla ktérych r = 0, maja
wspolrzedne kartezjanskie =z = 0,y = 0.
Odbija sie to tak#e na postaci metryki
w tym punkcie — znika wyraz zawierajacy
dqoz. Ten uklad wspdélrzednych nie jest
wigc dobry, gdy checemy opisaé np.
krzywa przechodzacg przez érodek ukladu
wspdlrzednych. Ale patologia metryki
jest tylko wynikiem zlego sposobu
numeracji punktdw na plaszczyinie, a nie
jakas szczegdlna cecha punktu = = 0,
y = 0. Podobnie zle zachowuje sie uklad
wspolrzednych sferyeznych, czyli dlugosé
i szerokodé geograficzna na globusie:

ds® = dr® + r2d6? + r’ sin® quoz.
»Patologiczne” sa w tym przypadku
procz srodka ukladu punkty ,bieguna
péinocnego i poludniowego” 8 =01 8 = .

Waszystkie powyisze przyklady pokazuja
osobliwodci pozorne: metryka w pewnych
miejscach ,Zle zachowuje sie”, ale moizna
~przywolaé ja do porzadku”, odpowiednio
zmieniajgc wspolrzedne.

Czasoprzestrzen z kotem na horyzoncie
Mikotaj KORZYNSKI i Magda STOBINSKA

Pomyst, by punkty w geometrii oznaczaé liczbami rzeczywistymi, pochodzi od
Kartezjusza i Fermata. Podejscie to pozwala zastosowaé caly aparat analizy

i algebry do zagadnien geometrii i fizyki. W fizyce oprécz dobrze znanego

ze szkoly ukladu kartezjanskiego stosuje sie inne uklady (patrz margines).
Postepuje sie tak zwlaszcza wtedy, gdy zagadnienie ma jakas szczegdlng
symetrie, np. sferyczna.

Dobranie odpowiedniego uktadu do zagadnienia nie zawsze jest sprawa latwa.
Jest to wyjatkowo trudne w przypadku geometrii nieeuklidesowej, gdzie
prostoliniowe, kartezjanskie uklady wspolrzednych nie istnieja. W fizyce z taka
sytuacja spotkano sie w Ogélnej Teorii Wzglednosci. Grawitacje opisuje si¢ tam
przy uzyciu geometrii (np. Delta 9/1998).

Wkrétce po odkryciu przez Alberta Einsteina i Davida Hilberta réwnan pola
grawitacyjnego Karl Schwarzschild znalazt ich rozwiazanie dla czasoprzestrzeni
sferycznie symetrycznej — odpowiednik pola grawitacyjnego punktu obdarzonego
masa M w teorii Newtona. Czasoprzestrzen Schwarzschilda opisujemy czterema
wspélrzednymi, oznaczanymi zazwyczaj t,r, 8 i ¢. ,0Odleglosé”, czyli interwat
dwu bliskich punktéw w czasoprzestrzeni, dana jest wzorem
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(1) ds?=- (1 - iﬂ) de? + (1 - Q—T) dr? + 2 d6? + r?sin® 0 dy?.
Stosujemy uklad jednostek, w ktérym stata grawitacyjna G = 1, predkosé
$wiatla ¢ = 1. W dwu ostatnich wspélczynnikach rozpoznajemy odleglosé

na powierzchni dwuwymiarowej sfery o promieniu r. Co wiecej, dla duzych
wartoéci r wyrazy przy dt® i dr? daza do +1, a cala metryka do metryki
sferycznego uktadu wspélrzednych na przestrzeni euklidesowej z czasem (tzw.
czasoprzestrzeni Minkowskiego). Ta cecha, zwana asymptotyczna plaskoscia, jest
geometrycznym wyrazem faktu, ze oddzialywanie grawitacyjne zanika daleko

od zrédla (ale uwaga — w przeciwienstwie do sferycznego uktadu wspétrzednych
— r nie jest geometryczna odlegloscia od zrddla, lecz parametrem pozwalajacym
z grubsza powiedzie¢, jak daleko od érodka jestesmy).

Znacznie gorzej wyglada zachowanie sie wspélezynnikéw metryki dla malych r.
Oprécez spodziewanej osobliwoéei dla » = 0 klopoty sprawia powierzchnia

r = 2M, tzw. horyzont Schwarzschilda. Poczatkowo sadzono, ze ta osobliwos¢
nie odgrywa w praktyce zadnej roli (dla Stonica wystapilaby, gdyby jego
rozmiary, bez zmiany masy, spadly do kilku kilometréw), potem jednak, wraz
z rozwojem wiedzy o ewolucji gwiazd, astronomowie i fizycy zaczeli coraz
powazniej spekulowaé na temat obiektéw, w ktdérych horyzont rzeczywiscie
istnieje. Nazwano je czarnymi dziurami.

W sposéb naturalny pojawia sie wiec pytanie: co stanie sie z czastka, ktéra
spadnie na powierzchnie horyzontu, czyli jak wyglada réwnanie przechodzacej
przezen geodezyjnej — i czy w ogdle takie geodezyjne istnieja? Dopiero

w 1960 roku problem ten ostatecznie rozwiagzal Martin Kruskal. Zdefiniowal on
nowe wspélrzedne, w ktérych czasoprzestrzen Schwarzschilda mozemy ogladac
w calej okazalosci.

Zanim jednak podamy szczegdly konstrukeji Kruskala, musimy zapoznaé
sie blizej z wlasno$ciami czasoprzestrzeni Schwarzschilda: zbadamy, jak
pole grawitacyjne w tej czasoprzestrzeni wplywa na spadek swobodny cial
masywnych.

Wyobrazmy sobie astronaute-obserwatora umieszczonego w rakiecie
utrzymujacej sie za pomoca silnikéw w punkcie o staltych wspélrzednych

T, ¢, 0. Mozemy sie spodziewaé, ze bedzie on odczuwaé na pokladzie swojej
rakiety przyspieszenie, odpowiednik newtonowskiego ¢. By to sprawdzi¢, nasz
astronauta upuéci w swojej rakiecie niewielkiego kota. (Od czaséw Schrodingera
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koty sa bardzo popularne w fizyce jako bohaterowie
eksperymentéw myslowych). Sprébujmy zbadaél'co
sie z nim stanie po osiagnieciu powierzchni r = 2MT
a potem (jesli przezyje) powierzchni r = 0.

Poczatkowo kot spada dalej swobodniel'czyli porusza
sie po geodezyjnej o warunku poczatkowym zadanym
réwnoscia jego czteropredkosei i czteropredkosci
rakiety. Réwnanie ruchu zwierzaka ma postaé (patrz
Delta 9/1998)

n

dc;—:' = T4, puuP.

Rézniczkowanie odbywa sie wzgledem czasu wlasnego 7
kota. Ale péki predkosé kota wzgledem rakiety jest
znacznie mniejsza niz cl'jego czas wlasny praktycznie
pokrywa sie z czasem pokladowym rakiety. Précz
tego spoérod sumowanych wyrazéw po prawej stronie
znaczenie ma tylko Il uu® — wszystkie pozostale
skladowe czteropredkosci sa bardzo mate w poréwnaniu
z u°. Réwnanie ruchu upraszcza sie wiec do

du" M

dr ~ 2’
pozostale zas pochodne znikaja. To jeszcze nie koniec
obliczen: wspominaliémy juzl'ze r nie jest poprawnie
mierzona odlegloscia. Uwzglednienie tego prowadzi do
réwnania przyspieszenia

M ( 2&{)‘1”

ali= 2 ik -
WidacI'ze wynik dla malych M i duzych r staje sie
rowny co do wartosci newtonowskiemu g. Z drugiej
strony dla malych r przyspieszenie roénie znacznie
szybciejl'niz wynikaloby to z rachunku klasycznego
— dazac do nieskonczonosci na powierzchni r = 2M!

Oznacza tol'ze astronauta nie powinien obnizaé lotu
do wysokoéci promienia grawitacyjnego ciezkiego
obiektu. Nie ma tam mozliwosci utrzymania sie na
stalej wysokoécil'bez wzgledu na moc czy site ciagu
silnikéw: przyspieszenie grawitacyjne jest nieskoriczone.
Podobnie zadna sita nie utrzyma kotal'gdy spadnie na
powierzchnie horyzontu. Rozumowanie to uzasadnia
nazwe ,horyzont” nadana powierzchni r = 2M.
Horyzont to miejscel'zza ktérego nie ma powrotu.

Wociaz jednak nie wiemyl'co dzieje sie z kotem

w trakcie mijania horyzontu. Pokazalismy tylkol’

ze wzgledem kogoél'kto horyzontu nie przekracza

(r = const)I'kot doznaje nieskoficzonego przyspieszenia.
Trudno jednak stwierdzi¢I'czy ten fakt ma jaki§ wplyw
na jego kondycje: mozna wszak wymysli¢ obserwatoral’
wzgledem ktérego Ziemial'a wraz z nia Czytelnikl’

ma nieskonczone przyspieszeniel'a nawet dobraé tak
uklad wspolrzednychI'by 6w obserwator mial state
wspoélrzedne przestrzenne. Absurdalne wynikil'jakie
dalaby analiza ruchu Ziemi w tym ukladzie (@ = o)’
raczej nie powinny spedza¢ snu z powiek Ziemianom. . .

Podsumujmy nasza dyskusje: wspotrzedne ¢, 7, @, 6
pokazuja czasoprzestrzen z punktu widzenia

obserwatoréwl'ktorzy w jaki$ spos6bI'np. za pomoca
silnikéwl utrzymujq sie na stalej wysokosci r; tyle
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ze takich obserwatoréw nie ma na wysokosci 2M i nizej
(przynajmniej poéréd obserwatoréw obdarzonych
masa)'nic wiec dziwnegol'ze préby opisu ruchu

czastek nie udaja sie. To sugeruje sposdb na pozbycie
sie klopotéw: sprébujmy opisaé¢ czasoprzestrzen
Schwarzschilda z punktu widzenia obserwatoréw
(czastek) swobodnie spadajacych. Najproéciej
rachunkowo jest wybrac¢ do tego celu fotony.

W dalszych obliczeniach ograniczymy sie tylko do
fotonéw spadajacych radialniel'wzdtuz kierunku 7.
Dzigki temu eliminujemy z rachunkéw ,mnieszkodliwe”
wspolrzedne 6 i . Zbiér wszystkich fotonéw mozna
podzieli¢ na dwa mniejsze podzbiory: fotondéw
wuciekajacych” i ,wpadajacych”. Te pierwsze wraz ze
wzrostem czasu oddalaja sie od czarnej dziury (3—: > 0)r
te drugie przeciwnie.

Linie $wiata fotondéw spelniaja wiec zaleznosé

-1
(2) mzzoz—(1—%g)&2+(1—%g) dr?.
T

¥

Jest to réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu dla
funkcji r(t) lub ¢(r). Latwo pozwala ono wyznaczyé
linie $wiata fotonéw w nowych wspéirzednych

U :=t—r, = const,

V :=t+ r, = const,
gdzie parametr r,I'zwany wspdélrzedna zétwiowal'dany
jest przez zaleznosé

.
;i 2M1%——w.
T r+ n oM

Teraz réwnanie U = const opisuje geodezyjna fotonéw
yuciekajacych”I'a V = const fotonéw ,,wpadajacych”.

Postarajmy sie wyrazi¢ element liniowy (2) w nowych
wspolrzednych

(3)
stad
(nzz—(r-%g)&faﬂ+ﬁd¥4wﬂaﬁad¢%

Powierzchnia horyzontu r = 2M nadal sprawia

nam klopot. Jednak ta zamiana zmiennych nie byla
bezcelowa. Powierzchnie U = const i V= const sa
geometrycznie dobrze okreslonel'tylko sposdb ich
parametryzacji jest zty. Jest to taki sam problemI’

jaki dotyczyl sfery i jej rzekomych osobliwo$ci na
biegunach. Wiadomo jednakI'ze sfera istnieje i nie

jest osobliwal’a z ,niewygodnymi” punktami uporaé
sie mozna za pomoca nowej parametryzacji jej
powierzchni. Podobnie tutaj powinnisémy zaproponowad
nowg parametryzacje: jezeli zadziatamy funkcja exp na
obie strony réwnania (3)['to otrzymamy réwnosé :

2r, =V - U,
2A=V+U,

(4) V-UV/AM _ rujaM | T

%) e‘r‘/?M.

Nowe parametry definiujemy nastepujaco:
dlar > 2M
s i SN (L -
L oM
1/2
V/aM _ (ﬁ _ 1) or/AM ot[4M

1)1/2 or/AM ,—t/4M

qg:=e



oraz dla r < 2M

1/2
pi=e WM = (1 = ﬁ) e /AM o —t/4M

1/2
v/4M _ (1 x L) oT/4AM ot/4M
2M ’

Pozwalaja one wyeliminowaé ,sprawce” calego
zamieszania — czynnik 1 — 2M /r z elementu liniowego

32M3

r

g:=e

ds? = — e "/*Mdpdq + r? d6? + r2sin” 0 dp?.
Ostatni krok wreszcie polega na powrocie ze
wsp6lrzednych ,fotonowych”, zadanych przez
trajektorie tych czastek, do wspoétrzednych (u,v),

z ktérych jedna jest czysto czasowa, a druga czysto
przestrzenna — operowanie takimi wspélrzednymi jest
bardziej intuicyjne. Robimy to w nastepujacy sposéb:

dla r > 2M definiujemy

1 r 172
(5) = é(q -p)= (W - 1) e"/4M cosh(t/4M),
1/2
6) vi= %(H 0) = (55— 1) e/ sinh(t/40),
adlar<2M
1 r \1/2 )
(7) ui=3-p) = (1 - m) e"/4M ginh(t/4M),
1 1/2
(8) vi=5(+0) = (1 5 ﬁ) /M cosh(t/4M).
Metryka ma teraz postac¢
3
df= —%e_‘”/z‘"“f(d's,'2 — du?) + 72 d6? + r? sin” 0 dp?.

r
Oto wspdtrzedne Kruskala—Szekeresa w calej
okazaloéci. We wzorach na metryke moze dziwié
ciagle uzywanie starej wspélrzednej r. Od tej pory
jednak r powinno by¢ traktowane jako funkcja nowych
wspolrzednych u i v, zadana w sposéb uwiklany
WZorem:

dla r > 2M

(9) L (ﬁ s 1)er/‘2.ﬂ£l"
dla r < 2M '

(10) v? — u? _(1—-2ff) /M

W tych wzorach nie otrzymujemy zadnej osobliwosci
dla powierzchni r = 2M. Wszystkie skladowe metryki
oraz wspélrzedne u i v przyjmuja skonczone wartosci
dla kazdej skoiiczonej wartosci r z wylaczeniem r = 0.
Pozbyliémy sie przynajmniej jednej osobliwosci.

Kot nie zostanie na razie rozerwany na strzepy, ale
przezyje przygode swojego zycia: swobodny spadek do
czarnej dziury! Ostatnia, niestety, poniewaz, jak sig
przekonamy, nie uda mu si¢ w zaden sposéb unikna¢
spotkania z osobliwosciag w r = 0.

Teraz ciekawostka: rozwazmy punkty dalekie od
horyzontu, czyli takie, dla ktérych r > 2M. Ze wzoréw
laczacych wspoélrzedne Kruskala ze starymi r i ¢
mozemy latwo przekonaé sie, ze zachodzi dla nich
nieréwnoéé u? > v%. Ale mozna ja spelni¢ na dwa
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sposoby: albo u > |v|, albo u <« —|v|. OdkryliSmy
ciekawa rzecz — czasoprzestrzen jest ,podwdéjna”! Jak
to rozumiec?

Przypomnijmy sobie nasze wzory zadajace
wspéhrzedne Kruskala—Szekeresa oraz wzory (9)—(10).
Byly one shuszne, o ile byly spelnione odpowiednio
zaleznoéci u > |v| dla r > 2M oraz v > |u| dla

r < 2M. Wzér (9) spelniaja takze inaczej dobrane
U, 1 vy, mianowicie u, = —u oraz v, = —v. Te
ujemne pierwiastki opisuja punkty, ktérych we
wspohrzednych Schwarzschilda nie bylo. Odkrylismy
wiec na papierze nowe, ,ukryte” dotychczas regiony
czasoprzestrzeni. Dopiero wspoélrzedne Kruskala,
rozszerzone do dowolnych rzeczywistych u i v, daja
pelny, globalny opis geometrii czasoprzestrzeni:
pierwsza para wspolrzednych opisuje region I, druga
11, itd. Wspélrzedne Schwarzschilda opisywaly tylko
regiony I-1I. Spéjrzmy na rysunek:
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Co mozna powiedzieé¢ o tych czterech czesciach
czasoprzestrzeni? Diagram Kruskala interpretujemy
nastepujaco: regiony I i ITI to identyczne, lecz
rozlaczne, asymptotycznie plaskie wszech§wiaty,
znajdujace sie na zewnatrz promienia grawitacyjnego
czarnej dziury; natomiast regiony II i IV to takze
identyczne pod wzgledem fizycznym Swiaty, z taka
réznica, ze strzalki czasu w nich zawarte sg skierowane
przeciwnie.

Wracajac jeszcze do poprzedniej dyskusji
wspbtrzednych Kruskala-Szekeresa, ze wzoréw (5)—(8)
wynika, ze na diagramie powierzchnie statego r sa
hiperbolami o asymptotach zadanych réwnaniami

u = v oraz u = —v. Natomiast powierzchnie stalego
czasu sa liniami prostymi, promieniécie rozchodzacymi
sie ze érodka ukladu wspéirzednych. Analogicznie,
radialne linie zerowe (linie $wiata fotonéw) sa postaci
du = dv oraz du = —dv. Oznacza to, ze pozbyliSmy
sie ktopotéw zwiazanych z ,zamykaniem sie” stozkéw
$wietlnych we wspélrzednych Schwarzschilda dla



czastek dobiegajacych do powierzchni r = 2M. Stozki
we wspoélrzednych Kruskala—Szekeresa sa zawsze
zbudowane z tworzacych nachylonych pod katem 45°
do osi ukladu.

Jeste$my juz gotowi do opisania loséw kota pod
horyzontem. Kot, jako obiekt masywny, porusza sie
zawsze po krzywe]j czasowej, czyli jego czteropredkosé
zawsze znajduje sie wewnatrz stozka swietlnego. Na
diagramie Kruskala oznacza to, ze jego czteropredkosé¢
jest zawsze skierowana ,,w gore”, w kierunku
rosnacego u, a malejacego r. Wobec tego spotkanie
kota z osobliwoscig w r = 0 jest nieuniknione.

Zasada Lagrange’a a geometria
Ewa GORA, Aleksiej TRETIAKOW i Henryk ZOLADEK

1. Zasada Lagrange’a

Chyba kazdy z nas zetknatl sie z interesujacymi
problemami polegajacymi na znalezieniu ekstremum
pewnej funkcji (na okreslonym zbiorze), na przyklad
takimi jak nizej przedstawione:

PRZYKLAD 1. Znalez¢ na plaszczyznie tréjkat
o danym polu P, ktérego obwéd bylby najmniejszy.

PRZYKEAD 2. W dany tréjkat wpisac taki tréjkat,
aby jego obwd6d byl minimalny.

PRZYKEAD 3. Mamy dany tréjkat ABC. Znalez¢
punkt, ktérego suma odleglosci od wierzchotkéw jest
najmniejsza.

Rozwigzanie tych problemow metodami
geometrycznymi nie zawsze jest elementarne.

W niniejszym tekscie chcemy przedstawi¢ uniwersalny
sposob rozwiazania nastepujacego problemu
geometrycznego na ekstremum:

Dla danego tréjkgta ABC' 1 danej liczby naturalnej
n=2,3,... znalez¢ punkt, dla ktdrego suma

|z1|™ + |z2|™ + |z3|™ poleg odleglosci od bokdw jest
najmniejsza.

Do rozwiazania tego problemu proponujemy

klasyczny sposéb Lagrange’a. W XVIII w. Lagrange
wykoncypowal nastepujaca ogélna metode
rozwiazywania zagadnien optymalizacji. Przypusémy,
ze mamy znalezé ekstremum funkcji ¢(z) okreslonej

na zbiorze X C R", danym pewnymi rownaniami

i nieréwno$ciami: f;(z) =0 lub f;(z) > 0 (gdzie funkcje
fi sa rézniczkowalne).

Jezeli punkt ekstremalny z* lezy we wnetrzu
obszaru X (ktéry ma niepuste wnetrze), to warunkiem
koniecznym jest

(1) ¢'(=*) =0,

Op . e . .
tzn. 6—x1(:r )_...-E(z )=0:
Natomiast jesli punkt z* nie nalezy do wnetrza
obszaru X, tylko lezy na jego brzegu, wowczas
powyzsze twierdzenie nie ma sensu. Mamy do
czynienia z ekstremum warunkowym: szukamy
min p(z) przy warunkach fi(z) =... = fi,(z) =0.
Korzystamy wtedy z zasady Lagrange’a.

Zasada Lagrange’a moéwi, ze w tym przypadku
warunkiem koniecznym ekstremum w z* jest

() ¢'(z*) = Z)\iff(x‘)a

gdzie A; sa tzw. mnoznikami Lagrange’a. Mamy
tutaj n +m danych réwnan (n réwnan na pochodne
czastkowe w (2) i m réwnan f;(z) =0) nan+m
szukanych &7, 3 T 1 Ay o5 Ams

Przy rozwiazywaniu konkretnego problemu poszukuje
sie ekstreméw we wnetrzu X i we wszystkich
gladkich kawalkach brzegu, a nastepnie poréwnuje sie
otrzymane wartosci funkcji ¢ (patrz [1]).

2. Pewne zagadnienie geometryczne

Dla danego trdjkgta ABC znaleié¢ punkt, ktorego
suma kwadratow odlegtosci od bokow trojkata jest
naymniejsza.

Rozwiazemy to zadanie, postugujac sie powyzsza
zasada Lagrange’a, a nastepnie zinterpretujemy
rozwigzanie w terminach tzw. symedian.

W naszym przypadku funkcja ¢(z) bedzie
(3) o(z) = 23 + 23 + 23,

gdzie x;, 9, T3 sa odleglosciami punktu P od bokéw
BC, AC, AB (rys. 1). Zakladamy jeszcze, ze z; > 0,
jesli z; lezy w tej samej polplaszczyznie co i sam
tréjkat, w przeciwnym przypadku bedzie x; < 0.



