Zasadnicze twierdzenie algebry
Pawet STRZELECKI

Zasadnicze twierdzenie algebry ma wiele dowodéw, wykorzystujacych rézne
galezie matematyki, od topologii po teorie funkcji analitycznych. Sa wéréd nich
dowody ladniejsze i brzydsze, prostsze i trudniejsze; skadinad takie oceny sa
wzgledne, zaleza bowiem od gustu, cierpliwosci i wyksztalcenia tego, kto przez
dowdd chcialby przebrnaé. Bardzo elementarny dowéd, pochodzacy od Gaussa,
odwoluje sie tylko do prostych wlasnosci liczb zespolonych i funkeji cigglych.

Jak zawsze, na poczatku trzeba uporaé si¢ z oznaczeniami. Wezmy wiec
: % =3 n—1 :
Jesli wiadomo juz, ze kazdy wielomian wielomian ’P(z) oo anzn +an-_12 +ertar1z+ag ’ gdZ]'e nz ]‘? oraz
stopnia n > 1 o wspélczynnikach g, a1, ..., a, S liczbami zespolonymi. Bez zmniejszenia ogélnoéci zatézmy, ze

zespolonych ma przynajmnicj jeden lan| = 1. Aby wykaza¢, ze P ma pierwiastki, udowodnimy dwa lematy.
pierwiastek zespolony, to z twierdzenia '

Besauta syntka natychmiast, 3e kaddy  Lepnat 1. Punkeja & - |P(2)| osigga na ptaszczyznie zespolonej swdj kres dolny.
taki wielomian ma n pierwiastkdéw

(liczonych z krotnosciami). Lemat 2. Jesli |P(2)| = inf{|P(z)| : z € C}, to P(z) = 0.
7 obu lematéw otrzymujemy natychmiast prosty

Whiosek (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy, rézny od stalej,
wielomi itezynni ch ma pierwi zespolony.
Faissdanmie Wilersirasas: ik omian o wspotczynnikach zespolony a pierwiastek zespolony
f jest funkcja ciagla o wartoéciach

; Dowéd lematu 1. Z nieréwnosci tréjkata dla modutlu wynika, ze
rzeczywistych, okredlona na kole

domknietym Kp := {z : |z] < R}, to oy a s . 1l
istniejg takie punkty zg,z1 € Kg, e |P(Z)| = |Z|n L2 nTl G gl Ty ZT'(: Z |z|n (1 = |_F;|Lr ____ %) =
f(z0) = dub: T Rl
zEKR n-  max a; ;
fz) = sup £(2). > |z|‘"-(1 - 'J‘EST’H) dla |z| > R > 1.
zEK R
Kolo domkniete mozna zastapié i _ 4 : ; ;.
dowolain swartys bodbioesn Biorac odpowiednio duze R, np. R = 2(1 + nmax|a;|), przekonujemy sie,
plaszczyzny zespolonej. Stosujemy to ze nieréwnoéci |P(z)| > 3R"™ > |ag| = |P(0)| zachodza dla wszystkich |z| > R.

twierdzenie do funkeji ciaglej okredlonej

weoter Tz} < [P(a]. Zatem wewnatrz kola domknietego {z : |z| < R} istnieje punkt, w ktérym

warto$¢ funkeji | P| jest mniejsza niz w jakimkolwiek punkcie na zewnatrz

tego kota. To za$, wprost z definicji kresu dolnego, oznacza, ze liczby

inf{|P(z)| : z € C} oraz inf{|P(2)| : |z| < R} sa réwne. Drugi z tych kreséw
Jest osiggany w pewnym punkcie 2o € C (to wynika z twierdzenia Weierstrassa).

Dowdd lematu 2. Przypusémy, wbhrew tezie lematu, ze P(zp) # 0. Wolno
Jesli P(zp) € Ry, to obracamy uklad fomed v i ‘esti bzl ista Hadatoim. Wes Bieals
aripblcmsdiniyeh = il taiokyeis zalozy¢, ze (z0) = m Jest liczbg rzeczywista dodatnia. Wezmy licz ¢
wielomian P przez odpowiednio dobrana @ € (0, mm(l, m)) 1 zbadajmy zachowanie wielomianu P na oqugu o srodku zg
liczbe zespolona o module 1. i promieniu p. Wykorzystujac dwumian Newtona, otrzymamy tozsamodé
i
P(z + 0¢®) = ) " ar(20 + 0e*)* =
i () k=0

= :P(Zo)—I—wl(gn)geib‘_’_”._’_w"(zl))gneéné',

Pt gdzie w;(zp) sa wspélczynnikami zaleznymi od wielomianu P i liczby zg,
k@\ \\ ale nie od . Nietrudno zauwazy¢, ze ktéras z liczb w;(2o) nie znika, bowiem
//\l'2 v w przeciwnym razie wielomian P bylby staly na okregu |z — zp| = g, a wielomian
& v Q(z) = P(z) — P(z9) mialby nieskoficzenie wiele pierwiastkéw! Niech k bedzie
L |P(z0)| najmniejsza liczbg naturalna, dla ktérej wy(20) # 0. Wtedy z tozsamosci (*)
e 2 otrzymamy

. |P(20 + 0e™)| = |P(20) + wk(20) 0™ + wyrazy wyzszych rzedéw| <
< |P(20) + wi(20)0"e™®| + C o1,

Kat 6o dobrany jest tak, by wektory gdzie mozna wzia¢ np. C = 1+ n - max; |w;(20)|-.

wi (20)0"e* %0 (na rysunk :
Kotoretn) oras B(aoy minty pescerne” Kladac 0 = 6 i= (m — arguwy(20))/k, dostaniemy stad (patrz rysunek)

zwroty; wtedy dlugosé ich sumy jest
réwna réznicy ich diugosei, a wiec
mniejsza od m = |P(zy)|. Dla malych ; 2 ol .
PRI i Wit Dla wszystkich dodatnich ¢ < |wg(z9)|/C prawa strona tej nieréwnosci jest

wplywu na te nieréwnosé. mniejsza od m = P(z9) = |P(20)| = inf |P|. Ta sprzecznosé konczy dowdd.

|P(20 + 0e'®)| < m — |wi(20)|* + Co**L.
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