
Jesli wiadomo juz, ze kazdy wielomian

stopnia n 2: l o wspólczynnikach

zespolonych ma przynajmniej jeden

pierwiastek zespolony, to z twierdzenia

Bezouta wynika natychmiast, ze kazdy

taki wielomian ma n pierwiastków

(liczonych z krotnosciami).

Twierdzenie Weierstrassa. Jesli

t jest funkcja ciagla O wartosciach

rzeczywistych, okreslona na kole

domknietym KR := {z Izl S R}, to

istnieja takie punkty zo, Z1 E KR, ze

t(zo) = inf t(z),
zEI<R

t(zd = sup t(z).
zEKR

Kolo domkniete mozna zastapic

dowolnym zwartym podzbiorem

plaszczyzny zespolonej. Stosujemy to

twierdzenie do funkcji ciaglej okreslonej

wzorem t(z) = IP(z)l.

Jesli P(zo) 'ii'- lll.+, to obracamy uklad

wspólrzednych - czyli mnozymy

wielomian P przez odpowiednio dobrana

liczbe zespolona o module 1.

Kat 80 dobrany jest tak, by wektory

w-rzo)ekeikOo (na rysunku zaznaczony

kolorem) oraz P(zo) mialy przeciwne

zwroty; wtedy dlugosc ich sumy jest

równa róznicy ich dlugosci, a wiec

mniejsza od m = IP(zo)l. Dla malych

e wyrazy wyzszych rzedów nie maja

wplywu na te nierównosc.

Zasadnicze twierdzenie algebry
Pawel STRZELECKI

Zasadnicze twierdzenie algebry ma wiele dowodów, wykorzystujacych rózne

galezie matematyki, od topologii po teorie funkcji analitycznych. Sa wsród nich

dowody ladniejsze i brzydsze, prostsze i trudniejsze; skadinad takie oceny sa

wzgledne, zaleza bowiem od gustu, cierpliwosci i wyksztalcenia tego, kto przez

dowód chcialby przebrnac. Bardzo elementarny dowód, pochodzacy od Gaussa,

odwoluje sie tylko do prostych wlasnosci liczb zespolonych i funkcji ciaglych.

Jak zawsze, na poczatku trzeba uporac sie z oznaczeniami. Wezmy wiec

wielomian P(z) = anzn +an_Izn-1 +...+ alz + ao , gdzie n 2::1,oraz

ao, al"", an sa liczbami zespolonymi. Bez zmniejszenia ogólnosci zalózmy, ze

lani = 1. Aby wykazac, ze P ma pierwiastki, udowodnimy dwa lematy.

Lemat 1. Funkcja z f--7 IP(z)1 osiaga na plaszczyznie zespolonej swój kres dolny.

Lemat 2. Jesli IP(zo)1 = inf{IP(z)1 : z E q, to P(zo) = O.

Z obu lematów otrzymujemy natychmiast prosty

Wniosek (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy, rózny od stalej,

wielomian o wspólczynnikach zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Dowód lematu 1. Z nierównosci trójkata dla modulu wynika, ze

I ( )1 I In I an-l ao I I In (Ian-ll laol)
pz = z 1+--+ ..·+- 2:: z 1---- ..·-- >

z zn Izl Izln

n· max lail

> Izln ( 1 - OS"~-l ) dla Izl 2::R 2::1.

Biorac odpowiednio duze R, np. R = 2(1 + n max lail), przekonujemy sie,

ze nierównosci IP(z)1 2::~Rn > laol = IP(o)1 zachodza dla wszystkich Izl 2::R.

Zatem wewnatrz kola domknietego {z : Izl ::; R} istnieje punkt, w którym

wartosc funkcji IPI jest mniejsza niz w jakimkolwiek punkcie na zewnatrz

tego kola. To zas, wprost z definicji kresu dolnego, oznacza, ze liczby

inf{IP(z)1 : z E q oraz inf{IP(z)1 : Izl ::; R} sa równe. Drugi z tych kresów

jest osiagany w pewnym punkcie Zo E re (to wynika z twierdzenia Weierstrassa).

Dowód lematu 2. Przypuscmy, wbrew tezie lematu, ze P(zo) -I- O. Wolno

zalozyc, ze P(zo) = m jest liczba rzeczywista dodatnia. Wezmy liczbe

Q E (O, min(l, m)) i zbadajmy zachowanie wielomianu P na okregu o srodku Zo

i promieniu Q. Wykorzystujac dwumian Newtona, otrzymamy tozsamosc
n

P(zo + Qei8) = L ak(ZO + Qei8)k =
k=O

= P(zo) +WI(ZO)Qei8+...+Wn(zo)Qnein8 ,

gdzie Wj(zo) sa wspólczynnikami zaleznymi od wielomianu P i liczby Zo,

ale nie od Q. Nietrudno zauwazyc, ze któras z liczb Wj(zo) nie znika, bowiem

w przeciwnym razie wielomian P bylby staly na okregu Iz - zol = Q, a wielomian

Q(z) = P(z) - P(zo) mialby nieskonczenie wi'ele pierwiastków! Niech k bedzie

najmniejsza liczba naturalna, dla której Wk (zo) -I- o. Wtedy z tozsamosci (*)
otrzymamy

IP(zo +Qei8)1= IP(zo) +wk(zo)leik8 +wyrazy wyzszych rzedów I ::;

::; IP(zo) + Wk(zo)Qkeik81 + GlH,

gdzie mozna wziac np. G = 1+ n· maxj IWj(zo)l.

Kladac B = Bo := (7r - argwk(zo))jk, dostaniemy stad (patrz rysunek)

IP(zo + Qei8o)1 ::; m - IWk(Zo)IQk + GQkH.

Dla wszystkich dodatnich Q < IWk(Zo)ljG prawa strona tej nierównosci jest

mniejsza od m = P(zo) = IP(zo)1 = inf IPI. Ta sprzecznosc konczy dowód.
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