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o wielomianach i homografiach mozna
przeczytac wiecej w artykulach na
stronach 2 i 8.

Dla usuniecia watpliwosci podajmy

precyzyjna definicje granicy (*). Mówimy,
ze granica ta jest równa f' (zo), jezeli

dla kazdego ciagu liczb zespolonych

hn ---> O, hn '" O iloraz liczb zespolonych
(t(zo + hn) - f(zo))/hn dazy do

f' (zo). Przypomnijmy, ze ciag liczb
zespolonych Wn dazy do w, jezeli

odleglosc Wn od w dazy do O.

Pochodne zespolone maja podobne
wlasnosci do pochodnych rzeczywistych:

(t ± g)' = f' ± g', (tg)' = f'g + fg',

(t/g)' = (t'g - fg')/g2 o ile g '" O.

Dokladniej: o funkcji holomorficznej
zakladamy, ze jest okreslona w zbiorze
otwartym i ze jest rózniczkowalna

w sensie zespolonym w kazdym punkcie
dziedziny. Funkcje holomorficzne

nazywane sa tez funkcjami

analitycznymi.

Liczby rzeczywiste x utozsamiamy
z liczbami zespolonymi postaci

x + i .O = (x, O), czyli przy interpretacji

geometrycznej liczbom rzeczywistym
odpowiada os x.

Szeregiem potegowym nazywamy szereg

Jest to funkcja zmiennej zespolonej z.

Szereg potegowy wolno rózniczkowac
wyraz po wyrazie

n=O

= Lnan(z - zo)n-l ,
n=O

a wiec szereg potegowy okresla funkcje
holomorficzna·

Funkcje holomorficzne maja ladna
interpretacje geometryczna. Po pierwsze,

sa one odwzorowaniami ze zbioru na

plaszczyznie w zbiór na plaszczyznie.

Otóz funkcje holomorficzne o pochodnej
róznej od zera to dokladnie odwzorowania

wiernokatne, czyli takie, które zachowuja

katy i orientacje. Patrz równiez artykul
na stronie 2.

Obiektem naszych rozwazan beda funkcje zespolone, czyli funkcje zmiennej

zespolonej przyjmujace wartosci zespolone. Przykladem takiej funkcji jest

wielomian w(z) = anzn + an_IZn-1 + ... + alz + ao, gdzie wspólczynniki

an,···, ao sa liczbami zespolonymi. Innym przykladem jest funkcja wymierna

- iloraz dwóch wielomianów, a w szczególnosci homografia L( z) = ~::~.

Pochodna funkcji zespolonej okreslamy na obraz i podobienstwo pochodnej

funkcji rzeczywistej. Mówimy, ze funkcja j(z) jest rózniczkowalna (w sensie

zespolonym) w punkcie Zo E C, jezeli istnieje granica

r j(zo + h) - j(zo)
h~ h .

Granice te oznaczamy przez f' (zo) i nazywamy pochodna (w sensie zespolonym)

funkcji j.

Funkcje rózniczkowalne w sensie zespolonym nazywamy funkcjami
holomorjicznymi.

Wielomian jest funkcja holomorficzna, rózniczkujemy go tak samo jak wielomian

zmiennej rzeczywistej w'(z) = nanzn-l + (n - 1)an_IZn-2 + ... + al.

Wiele funkcji takich jak np. eX, sin x, cos X, ... ma swoje odpowiedniki wsród

funkcji zmiennej zespolonej. Funkcje eZ definiujemy wzorem

z ~ zne =~f' n.
n=O

Jesli wiec z = X + i . O jest liczba rzeczywista, to wartosc eZ jest równa wartosci

funkcji rzeczywistej eX, która to funkcje (mam nadzieje) niektórzy z Czytelników
mieli szanse poznac w szkole sredniej.

Rózniczkujac wyraz po wyrazie szereg potegowy wystepujacy w definicji eZ,

otrzymujemy ... z powrotem ten sam szereg, czyli (ez)' = eZ•

Mozna udowodnic, ze dla z = X + iy jest eZ = eX (cos y + i sin y), stad zas latwo
otrzymujemy slynne wzory Eulera:

. ei'P _ e-i'P ei'P + e-i'P

slncp = . , coscp = --22z

Wzory te podsuwaja pomysl rozszerzenia definicji funkcji sin cp i cos cp na
przypadek zmiennej zespolonej

. eiz _ e-iz eiz + e-iz
Slnz = ----, cosz =

2i 2

Korzystajac z faktu, ze (ez)' = eZ, latwo wykazac równosci (sin z)' = cosz,

(cos z)' = - sin z. Równiez latwo sprawdzic, ze sin2 z + cos2 z = 1. Zdarzaja sie

jednak niespodzianki: cosi = (e-l + e)/2 > 1.

Tak wiec sin z, cos z, podobnie jak eZ, sa funkcjami holomorficznymi.

Wbrew pozorom podobienstw miedzy funkcjami zmiennej rzeczywistej

i zmiennej zespolonej nie jest zbyt wiele. Funkcje holomorficzne maja bowiem

wiele zdumiewajacych, magicznych wrecz, wlasnosci.

Jezeli funkcja zmiennej rzeczywistej jest rózniczkowalna, to nie musi byc ona

dwukrotnie rózniczkowalna. W przypadku pochodnej zespolonej jest zupelnie

inaczej: kazda funkcja holomorficzna j(z) ma nieskonczenie wiele pochodnych!

Co wiecej, w otoczeniu dowolnego punktu Zo moze zostac ona zapisana w postaci

szeregu potegowego (szeregu Taylora)

Moze sie zdarzyc, ze funkcja j(z) ma osobliwosc w jakims punkcie, tzn. j(z) nie

jest zdefiniowane w jakims punkcie. Na przyklad j(z) = (z - i)-7 ma osobliwosc

w punkcie z = i, a funkcja j(z) = el/z ma osobliwosc dla z = O.

Funkcja f(x) = x2 dla x ~ O i _x2 dla

x < O jest rózniczkowalna. Jej pochodna

to f'(x) = 21xl, wiec funkcja f nie ma
drugiej pochodnej dla x = o. Mozna

podac przyklad funkcji rózniczkowalnej,
która nie ma drugiej pochodnej w zadnym
punkcie.

00

j(z) = L an(z - zo)n,
n=O

gdzie an = j(n)(zo)
n!
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Zadanie. Korzystajac ze wzorów

podanych w tekscie, przedstawic funkcje

sin z i cos z w postaci szeregu potegowego

dla za = O.

Dokladniej: residuum resZa f okreslone

jest w przypadku, gdy funkcja f nie

jest okreslona w Zo, natomiast jest

holomorficzna w pewnym otoczeniu zo.

Tak jest w przypadku funkcji (z - i)-7
oraz el/z,

Piszac "dla wielu calek", chcielismy

zaznaczyc, ze w sformulowaniu

twierdzenia zostaly pominiete pewne

dodatkowe zalozenia.

Funkcje holomorficzne maja bardzo

liczne zastosowania poza sama

matematyka. Stosuje sie je, miedzy

innymi, w elektronice, aerodynamice,

hydrodynamice, optyce i wielu innych

dzialach fizyki.

Jest wiele ksiazek poswieconych

funkcjom holomorficznym, na przyklad:

F. Leja Funkcje zespolone, PWN,

Warszawa 1979.

Dowód twierdzenia o liczbach pierwszych

mozna znalezc w ksiazce: W. Narkiewicz,

Teoria liczb, PWN, Warszawa 1990.

Gauss wysunal swoja hipoteze,

badajac funkcje 7r(x) dla konkretnych

wartosci x. Korzystal z metod statystyki

matematycznej.

Do niedawna najslynniejsza hipoteza

w matematyce bylo Wielkie
Twierdzenie Fermata, zostalo ono

jednak udowodnione przez A. Wilesa

w 1994 roku, co wykluczylo je z grona

szlachetnych hipotez. Heroiczny

wyczyn Wilesa zostal opisany

w ksiazkach: A.D. Aczel, Wielkie
Twierdzenie Fermata, Prószynski i S-ka,

Warszawa 1998 oraz S. Singh,

Tajemnica Fermata, Prószynski i S-ka,

Warszawa 1999.

Jezeli funkcja f(z) ma osobliwosc w punkcie Zo, to mozemy w tym punkcie

wyliczyc pewna "magiczna" liczbe reszaf, zwana residuum funkcji f

w punkcie zo0 Liczbe te obliczamy za pomoca konkretnego i nietrudnego wzoru

(niestety, z braku miejsca nie przytaczamy definicji residuum). Magia tej liczby

wynika z jej zdumiewajacych wlasnosci.

Residuum pozwala, miedzy innymi, na obliczenie wielce skomplikowanych calek,

szeregów, iloczynów nieskonczonych ... , w których wcale nie ma mowy o liczbach00

zespolonych! W szczególnosci pozwala ono na obliczenie wielu calek J f(x) dx,

w których f(x) jest funkcja rzeczywista. -00

Dla wielu takich calek postepujemy, jak nastepuje. Funkcje f(x) zamieniamy na

funkcje zespolona f(z). Funkcja f(z) moze miec osobliwosci w wielu punktach.

Zalózmy, ze w górnej pólplaszczyznie (tzn. dla z = x + iy, y > O) ma ona
osobliwosci w punktach Z1, Z2, ... , Zn' Wówczas

00 n!f(x) dx = 27ri.2: reszkf·
-00 k=1

Metoda ta pozwala, miedzy innymi, na latwe obliczenie calki
00! dx~2 . ~ ", a, b E ]R,

-00

Postepujemy tak. Funkcje, która chcemy scalkowac, zamieniamy na funkcje

zmiennej zespolonej f(z) = 1/(z2 + 2az + b). Mianownik ma dwa pierwiastki

zespolone Z1,2 = -a ± iVb - a2, czyli funkcja f(z) ma osobliwosc w dwóch

punktach: Z1 i Z2. Tylko jedna z tych osobliwosci znajduje sie w górnej

pólplaszczyznie, Z1 = -a + iVb - a2. Wprost z definicji resid1ium wynika, ze

resz1f = 1/(2iVb-a2), skad
00! dxx2 + 2ax + b

-00

Ta zdumiewajaco prosta metoda (i jej modyfikacje) jest najbardziej efektywna

metoda, pozwalajaca na obliczanie skomplikowanych calek, w których a priori

nie ma mowy o liczbach zespolonych.

Inne zastosowania dotycza teorii liczb. Jedno z najbardziej spektakularnych

to tzw. twierdzenie o liczbach pierwszych. Twierdzenie to, udowodnione

w 1896 roku przez Hadamarda i Vallee-Poussina, jest jednym z najwiekszych

osiagniec matematyki XIX wieku. A oto i ono.

Jezeli 7r(x) jest liczba liczb pierwszych nie wiekszych niz x, to lim 7r(x)lnx = 1.x-+(X) x

Twierdzenie to glosi, ze dla duzych x liczba 7r(x) jest równa w przyblizeniu lr';x'

Okolo roku 1800 Gauss wysunal przypuszczenie, ze twierdzenie to powinno

byc prawdziwe, nie umial go jednak udowodnic. Dopiero zastosowanie bardzo

zaawansowanych metod funkcji holomorficznych przynioslo efekt. Otóz

nietrudno udowodnic nastepujacy wzór Eulera

00 1 00 1
.2:--;= II 1 -8 '
n=On n=1 - Pn

gdzie s > 1, Pn zas jest n-ta liczba pierwsza. Wzór ten sprowadza badanie
00

funkcji 7r(x) do badania funkcji ((s) = L ,;.(funkcja dzeta Riemanna).
n=O

Genialny pomysl polega na takim rozszerzeniu definicji funkcji (, by za s móc

podstawiac liczby zespolone (to nie jest proste!). Wówczas ( staje sie funkcja

holomorficzna z jednym punktem osobliwym dla s = 1. Wlasnie badanie funkcji

holomorficznej ( bylo podstawa dowodu twierdzenia o liczbach pierwszych.

Funkcja ( nadal kryje w sobie wiele tajemnic. Najwieksza z nich to slynna

hipoteza Riemanna, która mówi, gdzie znajduja sie miejsca zerowe funkcji (.

Obok hipotezy Poincarego jest to najslynniejsza hipoteza w matematyce.
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