Pt
A 0

Aby skonstruowaé n-kat foremny,

wystarczy znaleié punkt
Ay =n=e

gdyz kolejne wierzcholki n-kata to

A = E:. k =2,3,...,n (patrz mnozenie

liczb zespolonych, str. 1). Oczywiscie,

wl =¢72 ) jedli my = ma (mod n).

2Zwifn
’

A. Poniewaz £3,, jest pierwiastkiem
réwnania z° = Eps
B. Poniewaz wéwczas istnieja takie liczby
calkowite r, s, 2e mr + ns = 1. Mamy
E = Emv‘+ﬂs e sr 5”

ma = Smn — Bnm’

C. Poniewaz £ = £],.

Bo na przyklad [6385312 = £16¢4 =

1
=20 = £% | poniewaz 3* = 16 (mod 17)
oraz 3'? = 4 (mod 17) (patrz tabelka).

O konstrukcjach wielokatéw foremnych
Mikotaj ROTKIEWICZ

Sprébujmy sprecyzowaé pojecie konstrukeji geometrycznej. Klasyczna
konstrukcja geometryczna polega na tym, ze majac dany zbiér punktéw na
plaszczyznie, znajdujemy nowe punkty w wyniku przeciecia sie prostych

oraz okregéw ,dopuszczalnych”. Okreslenie ,,dopuszczalne proste” oznacza
proste przechodzace przez pewne punkty ze zbioru danych punktéw, a przez
ydopuszczalne” okregi rozumiemy okregi o srodku w danym punkcie i promieniu
bedacym odlegloscia pewnych dwdch danych punktéw. W ten sposéb
rozszerzamy poczatkowy zbiér danych punktéw o nowo skonstruowane punkty
i bazujac na punktach rozszerzonego zbioru, kre§limy nowe okregi i proste,
ktérych punkty przeciecia znéw rozszerzaja nasz zbiér danych punktéw itd.
Uznamy, ze jaki$ punkt jest konstruowalny, jesli po skonczonej liczbie krokéw
punkt ten da sie dolaczyé do zbioru danych punktéw.

Na czym wiec bedzie polega¢ konstrukcja n-kata foremnego? Na konstrukcji
punktu &, = e RS poczatkowy zbidr danych punktéw przyjmowaé
bedziemy zawsze zbiér {0,1} C C. Latwo mozna wykazaé, ze jesli liczby z;,
z9 sa konstruowalne, to réwniez liczby 2129, 21 + 22, 21/ 22, qz1, gdzie g jest
liczbag wymierna, oraz ,/z; sa konstruowalne. Zatem jesli liczby a, b, ¢ sa
konstruowalne oraz a jest pierwiastkiem réwnania az? + bx +c = 0, to « jest
tez konstruowalna.

Nastepujace spostrzezenie redukuje problem konstruowalnosci n-kata foremnego
do n bedacego liczba pierwsza. Niech P(n) oznacza zdanie ,mozna skonstruowad
n-kat foremny”. Wéwczas s
A. Jesli P(n), to P(2n).
B. Jesli liczby m i n sa wzglednie pierwsze oraz P(n) i P(m), to P(mn).
C. Jedli n = rk i liczby k, r sa naturalne oraz P(n), to P(k).
Okazuje sie, ze jedynymi liczbami pierwszymi n, dla ktérych zachodzi P(n) sa
tzw. liczby pierwsze Fermata, czyli liczby pierwsze postaci
B =22
Dowéd tego ladnego twierdzenia Czytelnik moze znalei¢ w ksiazce
M. Brynskiego Elementy teorii Galois.

Dla k =0,1,2,3,4 otrzymujemy liczby 3, 5, 17, 257, 65537. Sa to jedyne znane
liczby pierwsze w ciagu Fj. Wobec powyzszego zachodzi

Twierdzenie. P(n) <= n = 2'p;p, - -+ p;, dla pewnych réznych liczb pierwszych
Fermata p,---,p; oraz liczb calkowitych ¢,j > 0, przy czym gdy j =0, to i > 2.

Dla przykladu przedstawiamy szkic konstrukcji 17-kata foremnego, czyli
konstrukcji £ = &17.

W ponizszych rachunkach wykorzystamy fakt, ze liczby 3%, dla i =0,1,...,15,
daja wszystkie mozliwe reszty (oprécz 0) przy dzieleniu przez 17.

i 0{1(2 (3 [41]5[(6 |T |8 |9u|10.|10 {12
10 |13 |5 |15 |11 (16 (14 |8 |7 | 4

13 |14 |15
12 |12 |6

3 mod 17 |1 |3 |9

& jest pierwiastkiem wielomianu kwadratowego
(- -") =2~ (€ +& )z +1.

Bedziemy wiec probowali skonstruowaé liczbe £3u + §3B. Jest ona pierwiastkiem
wielomianu

(@— (€ +&Ne- (" +&7) =
— 2:2 = (530 + 63‘ + g38 + £3l2 )3; + é31 + 535 + 539 + 5313_
Prosze sprawdzi¢! Liczby £3° + ¢3" +¢3° + €37 oraz €' + € + ¢ + " 59
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odpowiednio pierwiastkami wielomianéw

o 4 8 12 2 ] 10 14
= T 8 Dl HE T 28 )=
=2 (€ +€ + 4.+ )21
(prosze sprawdzi¢!!! wykorzystujemy tutaj réwnosé e S it -1)
oraz

(m W (531 +£35 +£39 + 5313))(:8 i (£33 +£37 +E311 _lr_ g315)) -
=z’ - (&31 +&8 +¢% +‘..+£315)3:— 1.

P{{zostago skoglstruowa.é lig:zby {30 + 532 + 534 +...+ 53“ oraz
£ +65 +6% +... 4+ €%, S3 one pierwiastkami wielomianu

Ciekawa wlasnoécig tych rachunkéw jest
to, ze nie ulegaja one duzej zmianie, jesli 3% 3° 32 34 gid o g 33 3% 318,y

liczbe 3 zastapimy inna liczba, ktéra jest (.’L' (£ il o e ))(I (ﬁ g il b g R ))

tzw. pierwiastkiem pierwotnym modulo = 5':2 +x —4.
17, na przyklad liczbg 10. Méwimy, Zze a

jest pierwiastkiem pierwotnym modulo  Mamy jeszcze jeden problem. Ktérym z pierwiastkéw, =1E¥1T czy =1=vIT

liczba pierwsza p, jedli najmniejsza . 30 32 g4 314 : T .
dodataly lesb calkowite &, taks, o jest €2 + &% +&° +...+£&° 7 To samo dotyczy poprzednich tréjmianéw
a* = 1(mod p), jest liczba k = p — 1. kwadratowych. Czytelnikowi proponujemy przeniesienie powyzszej algebraicznej

konstrukcji 17-kata foremnego na papier za pomoca cyrkla i linijki. Powodzenia!

To samo z linijka i cyrklem w reku

Oczywiscie, praktyczne wykonanie konstrukeji siedemnastokata tymi
przyrzadami raczej nie powinno odtwarzac krok po kroku rozwiazania
algebraicznego. W ten sposéb moze by¢ krétsze i mie¢ swdj specyficzny wdziek.
Nie znam jednak zdecydowanie zalecajacej sie prostota praktycznej konstrukcji.
Za najbardziej elegancka uchodzi konstrukcja H.-W. Richmonda pochodzaca

z 1893 roku (prawie stulecie po Gaussie!). Oto ona.

Zaczynamy od nakreslenia dwéch prostopadlych $rednic
/ c okregu, w ktéry chcemy wpisac siedemnastokat (rysunek).
S s iy Na promieniu OC odktadamy jego jedna czwarta,
: otrzymujac punkt J. Na prostopadlej érednicy znajdujemy
\ taki punkt FE, ze kat OJFE jest jedna czwarta kata OJ Py,

Py

a nastepnie taki punkt F', ze /FJE = 45°. Kre$limy
teraz polokrag o koricach Py i F' — przecina on OC
K o w punkcie K. Teraz z kolei kreslimy pélokrag o srodku E
J . przechodzacy przez K, otrzymujac na érednicy duzego
okregu punkty N3 (blizej Py) i N5. Wystawione w tych
punktach proste prostopadle do tej érednicy przecinaja
Ns F/ 15) \ E N3 IP 0 duzy okrag w punktach Ps i P5 (oraz, co jest w dolnej,
niewidocznej czesci rysunku, w punktach Py4 i Py3).

—

Odkladajac jeszcze cigciwe P3Ps po przeciwnej stronie Ps, otrzymujemy P;.
Odcinek PyP; to bok siedemnastokata foremnego wpisanego w duzy okrag

(po drodze znalezli$my jeszcze cztery inne jego wierzcholki). Polecam jako
trudne zadanie sprawdzenie, ze ta konstrukcja jest dobra, jako wskazéwke
dajac uwage, ze lepiej zajmowac sie katami niz odcinkami. Dokladniej:
Richmond wykorzystatl kilkakrotnie spostrzezenie, ze pierwiastkami réwnania
z? + 2zctg2a — 1 = 0 sa tga i —ctg a. Oczywidcie, moga istnie¢ zapewne i inne
drogi uzasadnienia tej konstrukcji. Z przyjemnoscia wydrukujemy zreczny

(i niedtugi) dowéd poprawnosci tej konstrukcji, o ile tylko kto$ z Czytelnikéw
nam go nadesle.

H.S.M. Coxeter umieszcza po konstrukcji Richmonda zadanie: skonstruuj
\\ // cyrklem i linijkqg 51-kqt. To juz teraz nie jest trudne. Jako wskazéwke dodajmy,
ze robi sie to podobnie, jak konstrukcje 15-, 85- i 255-kata. Skonstruowaé 256-kat
jest (oczywiscie?) duzo latwiej. Natomiast konstrukcja 257-kata jest juz znacznie
3.5=15 trudniejsza. Wykonali ja Richelot i Schwendenheim (w 1898 roku).

M.K.



