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Liczba (r, <p) ma, jak latwo zauwazyc

wspólrzedne kartezjanskie r( cos <p, sin <p).

Jezeli okreslimy dodawanie i mnozenie punktów plaszczyzny, z wyróznionymi

punktami O i 1, w sposób przedstawiony na rysunku, to otrzymamy liczby

zespolone. Ten szybki, jasny sposób wprowadzenia liczb zespolonych - zwany

geometrycznym - okazal sie jednak malo praktyczny.

Spójrzmy teraz na te liczby inaczej, jak na wektory o poczatku w O. Poniewaz

wszystkie maja ten sam poczatek, wiec bedziemy je nazywac tak jak ich

konce. Kazdy z nich moze byc uzyskany z wektora 1 za pomoca podobienstwa

spiralnego o srodku O (podobienstwo spiralne to zlozenie jednokladnosci i obrotu

o tym samym srodku; jedynie wtedy obojetna jest kolejnosc wykonywania

tych przeksztalcen). Dodawanie liczb zespolonych w tej postaci - nazwijmy ja

wektorowa - to skladanie przesuniec odpowiadajacych skladnikom, natomiast

mnozenie to skladanie podobienstw spiralnych (prosze na rysunku sprawdzic,

ze wektor 1 przy wykonaniu podobienstw spiralnych, odpowiadajacych Zl i Z2,

stanie sie wektorem (Zl . Z2)).

Takie ujecie liczb zespolonych pozwala zauwazyc, ze kazda z nich jest okreslona

przez liczbe r mówiaca, ile razy musial sie przedluzyc wektor 1, aby ja otrzymac

i liczbe 'P mówiaca, o jaki kat wektor 1 musial sie obrócic. Pierwsza z tych

liczb nazywamy modulem liczby zespolonej, a druga argumentem. Jezeli

przedstawimy liczbe zespolona w postaci (r, 'P), to - wobec powyzszych uwag
- wzór na mnozenie bedzie wygladal tak:

(rl, 'Pl) . (r2, 'P2) = (rl . r2, 'Pl + 'P2).

Przetlumaczenie tego na zwykle wspólrzedne kartezjanskie daje (bez

rachunków!) wzór zwany nazwiskiem de Moivre'a

rl(cos'Pl, sin'Pd· r2(cos'P2, sin'P2) = (rl' r2)(cos('Pl + 'P2), sin('Pl + 'P2)),

co latwo sie uogólnia na wzory mówiace o potegowaniu i pierwiastkowaniu liczb

zespolonych.

Trzecia postac liczb zespolonych to przedstawienie ich bezposrednio za pomoca

wspólrzednych kartezjanskich. Dodawanie ma wówczas bardzo prosta postac

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d),

bo tak sie przeciez dodaje wektory. Natomiast wzór de Moivre'a pozwala

zobaczyc, ze i wzór na mnozenie nie jest wiele bardziej skomplikowany:

(a, b) . (c, d) = (ac - bd, ad + be).

Oto uzasadniajacy to rachunek: jesli (a, b) = (rl cos 'Pl, rl sin 'Pl),

a (c, d) = (r2cos'P2, r2sin'P2), to

(a,b)· (c,d) = (rlcos'Pl, rlsin'Pd' (r2cos'P2, r2sin'P2) = ((rl·r2)cos('Pl +'P2), (rl·r2)sin('Pl +'P2)) =

= (rl . r2) (cos 'Pl COS 'P2 - sin 'Pl sin 'P2, COS 'Pl sin 'P2 + sin 'Pl cos 'P2) =

= (rl cos 'Pl . r2 cos 'P2 - rl sin 'Pl . r2 sin 'P2, rl cos 'Pl . r2 sin 'P2 + rl sin 'Pl . r2 cos 'P2) = (ac - bd, ad + be).
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Suma to taki punkt, ze OZl (Zl + Z2)Z2

jest równoleglobokiem; iloczyn to taki

punkt, ze trójkaty OlZl i OZ2(Zl . Z2) sa
podobne i maja te sama orientacje·

Liczby zespolone

czterema sposobami

Gdy z = (a, b), uzywane sa tez oznaczenia
Rez=a,Imz=b.

Oczywiscie mozna te sposoby mieszac.

Czesto zapisuje sie np. liczby w postaci

algebraicznej za pomoca modulu
i argumentu

r(cos <p + i sin <p).

Jest to szczególnie wygodne, poniewaz

ei<p = cosr.p+ isin'P,

ale to juz postac z zupelnie innej bajki.

Mozna uczynic teraz dwie obserwacje. Pierwsza to ta, ze kazda liczba zespolona

da sie przedstawic jako

(a, b) = a(l, O) + b(O, 1).

Zauwazmy, ze (1, O) to po prostu 1 - kazdy moze sprawdzic, jak sie przez (1, O)

mnozy. Natomiast

(0,1)2 = (O . O - 1 . 1, O· 1 + 1 . O) = (-1, O),

co jest zwykla minus jedynka, co tez mozna sprawdzic mnozac. Liczba (O, 1)

jest oznaczana przez i (od imaginarius), nazywana jednostka urojona i stanowi

wielka tajemnice dla róznego rodzaju filozofów (bo jak to mozliwe, aby kwadrat

byl ujemny ... ). Tak algebraicznie ujete liczby zespolone to sumy a + ib, gdzie

a i b to liczby rzeczywiste. Rachunki na nich przeprowadza sie tak jak na

wielomianach, pamietajac zawsze, ze i2= -1. Na przyklad wzór na mnozenie

wyprowadza sie przy tej interpretacji tak:

(a + ib) . (c + id) = ac + aid + ibc + i2bd = (ac - bd) + i(ad + be).

Jest to naj starszy i najczesciej stosowany sposób uzywania liczb zespolonych.
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