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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadai z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnoédci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbg oséb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z matematyki nr 407, 408 Redaguje Marcin E. KUCZMA

408. Przez punkt P, lezacy wewnatrz tréjkata ABC

o srodku ciezkosci G, prowadzimy proste PD, PE, PF
réwnolegle odpowiednio do prostych AG, BG, CG; punkty
D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB.
Wrykazaé, ze suma pél tréjkatéw PAF, PBD i PCE nie
zalezy od polozenia punktu P.

Zadanie 408 zaproponowala pani Joanna Jaszuriska z Warszawy.

407. Dana jest liczba naturalna n oraz n-elementowy
zbiér M, zawarty w zbiorze {1,2,3,...,2n}, nie
zawierajacy zadnej pary liczb o sumie réwnej 2n 4+ 1.
Suma wszystkich liczb ze zbioru M jest znana i wynosi S.
Obliczyé sume kwadratéw wszystkich liczb ze zbioru M.

UWAGA: listy ligowe Klubu 44 M i F

tym razem wyjatkowo na str. 16. Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6 /2000
Przypominamy tre$é¢ zadan:
403. Ciagi b(0), b(1), b(2), ... oraz d(0), d(1), d(2), ... sa okredlone 404. Udowodnié, ze liceba wszystkich podzialéw zbioru {1,2,...,n}
wzorami: b(0) = d(0) = 1, b(n+1) = 2*(") d(n41) = 10%07} Znalegé na zbiory niepuste, rozlaczne, jest rowna wartosci, jaka przyjmuje
najmniejsza liczbe naturalna n, dla ktdrej b(n) > d(44). w punkeie & = 0 pochodna n-tego rzedu funkcji f(x) = exp(e® — 1).

403. Udowodnimy, ze dla liczb naturalnych n > 2 zachodzi nieréwnosé podwdjna
6d(n — 1) < b(n + 2) < d(n).

Dla n = 2 jest to prawda (6 - 10 < 2'® < 10'°). WeZmy liczbe naturalna n > 2

i zalézmy, ze nieréwnoéé jest prawdziwa dla tej liczby n. Wéwczas

_ ob(nt2) | <29 <109 = d(n + 1),
b(n+3) =2 { S 98dn=1) _ ggd(n—1) 5, gdln-1) . 10dn=1) _ gdn=1) . g} > 6d(n);

otrzymali$my teze indukcyjna. Z udowodnionej nieréwnosci wynika, ze b(46) < d(44)
oraz b(47) > 6d(44) > d(44). Zatem szukana liczba jest réwna 47.

FO () = (i Anp - ke’”)f(a:) + (i Ank e’”)e*f(m] =
k=1 =

404. Niech S, i bedzie liczba podzialéw zbioru {1,2,...,n}
na k niepustych rozlacznych podzbioréw (n > k > 1). Jest

jasne, ze e

(1) Snj=Snn=1 dla n=123,.... = (ZkAnkekm +2An k—1 ekw).f(w) =
Wezmy pod uwage dowolny podzial zbioru {1,2,...,n,n+1} k=1 k=2

na k niepustych rozlacznych podzbioréw (2 < k < n). n+1

Podziat taki uzyskujemy z podzialu zbioru {1,2,...,n} na
k podzbioréw przez dolaczenie elementu n+1 do jednego

z tych k podzbioréw, albo z podzialu zbioru {1,2,...,n} na
k—1 podzbioréw przez utworzenie dodatkowego podzbioru 4 A e
jednoelementowego {n+1}. To daje zaleznos¢ rekurencyjna (4) st T el

@  Eamae et Ssy - ey mEkBRS () Antre=kAnitdnry da n2k22

9 A FE ) 5 g o) Stad przez indukcje wynika stusznoéé wzoru (3) dla stalych
Uwaga. Liczby S, & sa /;:Mlm' liczbami Stirlinga drugiego Ay & okreslonych wzorami (4), (5) (Ze Miarten vy — 1)‘

N S, to n-ta liczba Bella. , - s i 5
?:1 o ’ Z réwnoéci (4) oczywidcie wynika, ze An1 = Ann =1

dla wszystkich n. Tak wiec zaleznosci rekurencyjne dla
liczb A, i sa identyczne ze wzorami (1), (2) dla liczb Sy k.
Zatem Spx = Aprdlan>k> 1.

= (Z Ant1,k Ekz)f(w),
k=1

gdzie

An+1, 1= An,la

rodzaju, a suma B, =

Zajmiemy sie teraz przedstawieniem pochodnej n-tego rzedu
funkcji f(x) = exp(e® — 1). Wykazemy, ze ma ona postac
®) (@) = (3 Anee) f(a)

k=1

Pozostaje zauwazyé, ze f(0) = 1, i wobec tego

dla pewnych stalych A, 1, ..., Ann. Dla n =1 wzér (3)

zachodzi ze stala A1 = 1, bowiem f'(z) = e® f(z). Ustalmy
n > 1. Jedli réwnoéé (3) zachodzi dla tej liczby n (i pewnych
stalych A, k), to rézniczkujac te réwnosé otrzymujemy

14

() = (Z A ) 10) = Z S

jest liczba wszystkich podzialéw zbioru {1,2,...,n} na
zbiory niepuste, rozlaczne.
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Uwzglednienie w tym rachunku silty
odérodkowej mv? /R moze budzié
watpliwoéci, gdys rozpatrujemy tu
przejicie od luku do prostej poziomej,
na ktorej ta sila nie wystepuje. Jesliby
jednak czlon ten pominaé, to nierdwnosé
zostalaby naruszona jeszcze silniej, czyli
wyciagniety wniosek pozostaje i tak

W mocy.

Wyprowadzajac z zasady zachowania
energii wzér na vz, pominelidmy energie
ruchu obrotowego wozka wokdl drodka
masy, gdyz jest kilkadziesiat tysiecy razy
mniejsza od energii ruchu postepowego.

Rys. 4

Zadania z fizyki nr 304, 305 Redaguje Jerzy B. BROJAN

304. Poziomy stél wykonuje okresowy ruch poziomy wedtug wykresu (rys. 1). Jedli na
tym stole potozymy klocek i zaczekamy odpowiednio dlugo, to jak bedzie zalezeé jego
érednia predko$é przemieszczania sie¢ od wspélezynnika tarcia pu, okresu T ruchu stolu
oraz predkoéci ruchu jednostajnego stolu vy 1 v2?

305. Do irédia napiecia przemiennego (sinusoidalnego) o amplitudzie Uy = 30 V
przytaczono obwéd sktadajacy sie z diody (doskonalej, tzn. o zerowym oporze

w kierunku przewodzenia i nieskoficzonym oporze w kierunku zaporowym), opornikéw
10 © i 20 €2 oraz kondensatora o duzej pojemnosci (rys. 2). Do jakiego napiecia
naladuje sie kondensator po dlugim czasie? Pojemnoéé kondensatora jest tak duza, ze
to napiecie osiaga wartos¢ stala.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2000
Przypominamy tres¢ zadan:

300. Przedstawiony na rysunku 3 przekro] pochylni sklada sie z odecinka o diugodci [ =2 m
nachylonego pod katem o« = 30° do poziomu oraz dwéch hukéw o promieniu B = 10 m gladko

taczacych ten odcinek z pdélprostymi poziomymi. Na gdrnym poziomie postawiono wézek i nadano
mu bardzo niewielka predkosé w prawo, Czy w czasie zjazdu wdézek oderwie sie jedna para kélek od
podloza? Korpus wozka jest jednorodna plytka prostopadloscienna o dlugodci d = 5 cm 1 wysokosci
h = 20 em (trzeci wymiar jest nieistotny), osie kilek sa osadzone na koncach dolnego boku plytki
(tzn. w odleglodei 5 em), a mase kélek, ich promien i tarcie nalezy pominaé. Uwaga: wystarczajace
jest rozwiazanie przyblizone, sluszne dla podanych wartosci liczbowych.

301. Z jednorodnego drutu o oporze p na jednostke dlugosci wykonano pieciokat foremny o boku a.

Ile wynosi wartosé indukcji magnetycznej B w érodku tego pieciokata, jeséli do dwéch sasiednich
wierzchotkdéw pieciokata preylaceyé frodlo napiecia U7 Pominaé pole przewoddw doprowadzajacych
i przyjac¢ wzgledna przenikalnoéé magnetyczna osrodka réwna 1.

300. Rozwazmy okolice koiica pochylni, gdzie wézek przestaje zjezdzaé po tuku,

a zaczyna poruszac sie po dolnym poziomie. Z punktu widzenia dynamiki ruchu
obrotowego wokét srodka masy jest to przejécie od ruchu obrotowego z predkoscia
katowa w = v/ R (gdzie v — predkosé liniowa, ze wzgledu na male rozmiary wézka

w przyblizeniu jednakowa dla réznych jego punktéw) do spoczynku (braku obrotu).
Ta zmiana predkosci katowej nastepuje w przedziale czasu od miniecia korica pochylni
przez pierwsza 0§ wézka do miniecia jej przez druga of, zatem pomijajac zmiany
predkosci liniowej, otrzymujemy czas ¢t = d/v i przyspieszenie katowe ¢ = w/t = v2/Rd.
Podstawiajac do II zasady dynamiki ruchu obrotowego znalezione £ oraz moment
bezwladnoéci I = (1/12)m(d? + h?), znajdujemy moment sity wzgledem $rodka

M = I¢; z drugiej strony moment ten nie moze przekracza¢ wartosci obliczonej dla
przypadku granicznego, w ktérym przednie kota prawie odrywaja sie od podloza.
Wtedy Mmax = Fd/2, gdzie sile reakcji podloza F podstawimy réwna sumie sily
cigzkodci i sily odérodkowej, tzn. F' = mg + mv?/R. Otrzymaliémy zatem warunek
przejazdu na czterech kolach w postaci nieréwnosci

1 2 2y v md v?
ettt _— — — 1.
m (& +h) 73 <3 &+ ®

Jako wniosek z zasady zachowania energii podstawiamy tu
v® = 2g(2R(1 — cosa) + Isina),
a nastepnie mozemy skréci¢ mg. Po wprowadzeniu danych liczbowych przekonujemy

sie, ze warto$¢ lewej strony przekracza wartos¢ prawej o okolo 20%, czyli przednie kola
zerwa kontakt z podlozem.

Innymi ,podejrzanymi” punktami sa: przejscie od wypuklego tuku do réwni pochytej
oraz przejscie od réwni pochylej do wklestego tuku — wedlug obliczen autora w zadnym
z nich nie nastapi oderwanie si¢ kétek od podloza. Mozna takze rozpatrywaé sam

ruch po tuku, ktéry ze wzgledu na nachylenie jest przyspieszony, a zatem w ruchu
obrotowym takze wystepuje przyspieszenie — jednak tutaj wymagany moment sily jest
co najmnie] kilkadziesiat razy mniejszy od maksymalnego momentu sil reakeji kélek,
wiec oderwanie nie nastapi z cala pewnoscia.

301. Pole magnetyczne w §rodku pieciokata jest suma pdl wytworzonych przez jego
pie¢ bokéw, przy czym dla czterech bokéw polaczonych szeregowo (gérna galaz

na rys. 4) wklad ten jest jednakowy co do kierunku, zwrotu i wartosci, natomiast

dla piagtego (dolnego) boku ma przeciwny zwrot. Poniewaz opér dolnego boku jest
czterokrotnie mniejszy, wiec plynie przez niego czterokrotnie wiekszy prad i widzimy,
ze wypadkowe pole magnetyczne jest réwne zeru. Taki sam wynik otrzymalibyémy
dla dowolnego n-kata foremnego, przy zasilaniu dotaczonym do dowolnych dwdch jego
wierzcholtkéw (lub w érodkach bokéw).
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