Rys. 1. Rzut stereograficzny.

Punktowi A przypisujemy punkt A’.
Obrazem prostej AB jest okrag na sferze
przechodzacy przez punkty A’, B' oraz
biegun pélnocny (oo).

Rys. 2. Obracamy miske i reutujemy.

Przeksztalcenie tozsamoéciowe jest
homografia. Przeksztalcenie odwrotne
do homeografii oraz zlozenie dwéch
homografii tez jest homografia.
Homografie tworza zatem grupe
odwzorowan plaszczyzny domknietej
na siebie. Grupa odwzorowan ,zwyklej
plaszczyzny” na siebie jest grupa
przeksztalcen liniowych.

krzywa
daje sig Sciagnaé
do punktu

krzywa si¢ ,,zaczepia”
1 nie mozna jej $ciagnac
do punktu

Rys. 3. Przyklad obszaru jednospdjnego
(a) i obszaru, ktéry taki nie jest (b).

Homografie
i przeksztalcenia wiernokatne

Witold SADOWSKI

Odwzorowaé péiplaszczyzne w kolo. I to tak, by katy pomiedzy dowolnymi
krzywymi na pélplaszczyznie i ich obrazami w kole byly takie same. . .

Latwo powiedzie¢! Ale czy to w ogéle mozliwe? Jak zmiescié nieograniczona
péiplaszczyzne w malenkim kole? I jeszcze nie powyginaé katéw?! To jakies
magiczne sztuczki. .. Ale sprébujemy. Postawmy najpierw na plaszczyznie
sfere i zrzutujmy cala plaszczyzne na sfere tak, jak pokazuje rysunek 1. Nasza
pélplaszczyzna przejdzie na ,miske” ustawiona pionowo. Gdybyémy teraz te
»miske” ustawili poziomo (rys. 2), a potem zrzutowali w druga strone (ze sfery
na plaszczyzng), to otrzymalibyémy wnetrze kola. Byé moze znalezlismy wiec
to odwzorowanie, o ktére chodzi, o ile przy rzutowaniu na sfere (i ze sfery) katy
miedzy krzywymi zostaly zachowane.

Na szczgscie jest tak w istocie, co mozna do$¢ Zmudnie, ale nietrudno wykazadé.
Wiemy zatem, jak mozna odwzorowaé pélplaszczyzne w kolo, ale wzoru na

to przeksztalcenie jak nie mieliémy, tak nie mamy. Czas zatem go poszukaé.
Moglibysmy, oczywiscie, sprébowa¢ zapisa¢ formalnie to, co powiedzielismy
dotad, ale p6jdZzmy inng droga. Wykorzystamy fakt, ze dowolnemu punktowi
plaszczyzny odpowiada liczba zespolona. Zauwazmy najpierw, ze przy
rzutowaniu na sferg obrazem plaszczyzny byla sfera bez punktu (bez bieguna
péinocnego). Dodajmy ten punkt do sfery, co odpowiadaé bedzie dodaniu

do plaszczyzny punktu co. Otrzymamy tzw. plaszczyzne domknieta. (Taka
plaszczyzna jest dla nas wygodniejsza, gdyz prosta y = 0 z dotaczonym
punktem oo, jako brzeg gérnej péiplaszczyzny, przejéé ma teraz na brzeg kota,
czyli okrag.)

Zastanéwmy sie, jakie moga by¢ najprostsze i ,najprzyzwoitsze” przeksztalcenia
na plaszczyznie domknietej? Na ,zwyklej plaszezyznie” wiadomo: liniowe az + b.
A na domknietej mozna jeszcze ,swobodnie” przechodzié¢ na punkt co, wiec
przeksztalcenie % tez jest niczego sobie. Ogdlnie rzecz biorgc interesowaé nas
beda przeksztalcenia postaci gf}_%, gdzie ad — bc # 0 (po co ten warunek?),

a, b, c,d — liczby zespolone. Nazywaja sie one homografiami. Jak widaé ze

wzoru, homografia powstaje ze zlozenia trzech przeksztalcen: najpierw mamy
przeksztalcenie liniowe w = cz + d, potem wykonujemy tzw. inwersje s = %,

a na koniec znéw przeksztalcenie liniowe As + B, ktérego wspétczynniki A

i B Czytelnik z latwoscia wyliczy. Poniewaz przeksztalcenie liniowe az + b to
zlozenie podobiefistwa spiralnego wyznaczonego przez liczbe a (patrz str. 1)

z przesunigciem o wektor b, wiec przy tym przeksztalceniu katy pozostaja bez
zmian. Mozna réwniez wykazaé, ze inwersja —i- zachowuje katy miedzy krzywymi,
skad latwo juz dostrzec, ze takze dowolna homografia jest przeksztalceniem
wiernokatnym (zachowujacym katy miedzy krzywymi). Podobnie jak rzut
stereograficzny (rys. 1) homografie zamieniaja proste w proste (ewentualnie

w okregi) oraz okregi w okregi (ewentualnie w proste). Skorzystajmy z tej
wlasnoéci i wybierzmy trzy rézne punkty prostej y = 0 (np. —1, 0 oraz 1),
»hakazujac im” przejscie w trzy rézne punkty okregu jednostkowego (np.
odpowiednio w i, —1, —i). Otrzymamy w ten sposéb trzy latwe réwnania,

z ktérych natychmiast wyliczymy wzér homografii j—;: Poniewaz prosta

y = 0 (z dolaczonym punktem oo) jest brzegiem zaréwno dolnej, jak i gérnej
polplaszczyzny, wystarczy teraz tylko sprawdzié, czy dowolny punkt z wnetrza
gérne]j pélplaszczyzny (np. i) znajdzie sie we wnetrzu kota. Latwo spostrzec,

ze jest tak w istocie. W ten sposéb okazuje sie ostatecznie, ze wzér naszego
przeksztalcenia ma wyjatkowo prosta postaé, gdy uzyjemy do jego wyrazenia,
liczb zespolonych. Mozna zaproponowaé Czytelnikowi wyrazenie tego wzoru za
pomoca wspélrzednych rzeczywistych i rozstrzygniecie, czy réwniez ,rzeczywisty
wzor” jest ,najprostszy z mozliwych”.
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Na koniec warto zauwazy¢, ze homografie to, oczywiscie, nie jedyne
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przeksztalcenia wiernokatne. Nietrudno bowiem spostrzec, ze jedli funkcja ma

w danym obszarze rézna od zera pochodna, to jest wiernokatna: przybliza sie
przeciez w malym otoczeniu danego punktu przez przeksztalcenie liniowe, ktére
— jak stwierdziliémy wczeéniej — zachowuje katy. Skoro zatem funkcji takich jest
doéé¢ duzo, to moze i obszaréw, ktére mozna wiernokatnie odwzorowaé w koto
jednostkowe, jest wiele? Moze gérna péiplaszczyzna nie byla pod tym wzgledem
wyjatkowa? Odpowiedz na to pytanie daje twierdzenie Riemanna. Okazuje sie,

7e kazdy obszar jednospéjny, czyli taki, w ktérym kazda krzywa zamknieta da

Rys. 4. Pas naciety wzdluz pélprostej
czy tez soczewke moina wiernokatnie
odwzorowaé w kolo.

sie éciagnaé¢ do punktu (patrz rys. 3) i ktérego brzeg sklada si¢ z wigcej niz
jednego punktu, mozna wiernokatnie odwzorowa¢ w koto jednostkowe.
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Choé to moze byé zaskakujace, liczb rzeczywistych nie
da sie arytmetycznie (a wiec za pomoca dodawania,
odejmowania, mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania
dowolnego naturalnego stopnia) wyrézni¢ wérod

liczb zespolonych. Oznacza to, ze nie ma takiego
wyrazenia arytmetycznego, ktére spelnione byloby
przez liczby zespolone, bedace liczbami rzeczywistymi
i tylko przez te liczby. Aby mozna bylo liczby
rzeczywiste zdefiniowaé, potrzebne sa jakie$ srodki
niearytmetyczne — np. sprzezenie, ktore kazdej liczbie
zespolonej z przyporzadkowuje liczbe zespolong z

Fs——¢

{
T

majaca te sama czes¢ rzeczywista co z, ale przeciwna
cze$é urojong. Dowdd tego faktu jest (jak dowdd
kazdej niemoznoéci) doéé¢ technicznie skomplikowany.
Polega on na wskazaniu takiego automorfizmu

(czyli przeksztalcenia zachowujacego wymienione
wyzej dzialania arytmetyczne) liczb zespolonych,
ktéry miesza liczby rzeczywiste z innymi liczbami
zespolonymi. Skomplikowana jest wlasnie konstrukcja
takiego automorfizmu: dla dociekliwych mozna podac,
ze konieczny jest tu (podobnie jak do bazy Hamela)
pewnik wyboru.
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Redaguje Eukasz WIECHECKI

M 931. Przez érodek n-kata foremnego poprowadzono prosta I, a nastepnie
obliczono sume S kwadratéw odleglosci wierzcholkéw n-kata od tej proste;j.

Udowodnié, ze S nie zalezy od wyboru [.
Rozwigzanie na str. 13

M 932. Niech A; A3 A3 A4 bedzie czworokatem wypuklym. Udowodnié,

ze A1 Ag * A2A4 < A1A2 . A3A4 + A2A3 . A1A4, Przy Cczym réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie mozna opisa¢ okrag.

Rozwiazanie na str. 5

M 933. Wierzcholki kazdego z dwéch tréjkatéw réwnobocznych na plaszczyznie
ponumerowano liczbami 1, 2, 3 przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara,
a nastepnie wierzchotki o tych samych numerach polaczono odcinkami.
Udowodnié, ze érodki trzech otrzymanych w ten sposéb odcinkéw tworza tréjkat

Rys. 1

réwnoboczny (byé moze zdegenerowany do punktu).
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Fwa CZUCHRY

1
Impedancja kondensatora o pojemnosci C jest réwna Con’ a cewki
wi
o indukcyjnoéci L: Lwi, gdzie w jest czesto$cia pradu zmiennego w obwodzie.

Impedancja opornika jest réwna jego oporowi.

Rys. 2

3

F 533. Znalez¢ impedancje obwodu przedstawionego na rysunku 1.
Rozwigzanie na str. 9

F 534. Czy mozna tak dobraé wartoéci oporéw R; i Rz (rys. 2), aby impedancja
przedstawionego obwodu byla rzeczywista dla calego zakresu czestosci?
Rozwigzanie na str. 16



