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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (23)

ZADANIE: Obliczy¢ calke oznaczona
2w

/sin na - sin 2000xdx,

0
gdzie n jest liczba naturalna.

Rozwigzanie: Oznaczamy szukana calke przez I,,, a nastepnie wykonujemy dwukrotnie catlkowanie przez czesci:

am 20 2w
I, = /sin na - sin 2000zdx = sinnx - (*ﬁgf"m) ' - /n cosnx - (15925030—0003) da = %ﬁ cos na - cos 2000xdx =
0 i
n N L sin 2000z n [ n?
- . —n M )de = ———— [ sinnz - sin2000zde = ——— - I, ,
T R ( 2000 ) 2000 ] (Einng) ( 2000 ) = 4000000 ] SR ne R AT = 2boo00n
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skad % -1, =0. Zatem I, = 0. OdpowiedZ: Wartos$é danej catki oznaczonej wynosi 0.
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GRY (17)
Pozycja |Liczba Grundy’ego
3 kregle 3 w0 i X T g
Yosveis | Tl Ciandysge \Y grzebKF‘{F{GL‘E, ktora opisaliSmy lprzed miesigcem, sumy

2 2 gier pojawiaja sie w naturalny sposéb. Pelne zrozumienie

1 1 8 kregli gry polega, jak zwykle, na wyznaczeniu liczby Grundy’ego
1,1 1+21=0 7 9 k(n) pozycji zlozonej z n kregli ustawionych obok siebie.

4 kregle i 6 & . 1 5 Bez trudu ustalamy, ze k(0) =0, k(1) = 1 i k(2) = 2, gdyz

3 3 1 i 5 1 I‘; 4 - 5 w tych przypadkach gra KREGLE nie rézni si¢ od gry

2 ) 9 , 5 9 i d =8 NIM. W pozycji zlozonej z 3 kregli mamy 3 mozliwosci
152 1422=3 2,4 % 1al=3 wykonania ruchu (ruchy prowadzace do identycznych
1,1 l4+21=0 3,4 3401=2 pozycji utozsamiamy). Ruchy te przedstawione sa w tabeli

5 kregli 3,3 3+23=0 obok. Mozemy straci¢ dwa kregle, pozos‘tawiajq,cbjeden
5 kol (liczba Grundy’ego takiej pozycji wynosi 1). Mozemy
4 1 straci¢ jeden kregiel, przy czym moze to byé kregiel
" s 3 S 1 9 8 1 skrajny (pozostaja wtedy dwa kregle stojace obok siebie)
1 ' 2 1 +z 9 _ 3 7 2 lub érodkowy (co prowadzi do pozycji zltozonej z dwdéch
2 , 2 2452=0 Lt Lomit =g samotnie stojacych kregli). Prowadzi to do pozycji o liczbie
) 22= 1,6 1423=2 , ol L
2.6 9423 =1 Grundy’ego odpowiednio 2 i 0. Zatem k(3) = 3, gdyz 3 jest
6 kregli 9 : 5 2424=6 najmniejsza liczba calkowita nieujemna niewystepujaca
5 4 3.5 3424=7 wérod liczb 0, 11 2.
4 1 3,4 3421=2 . i "
1,4 e dod i gt =6 Podobjnfe postepujemy w celu wyznaczenia dalszych
1.3 1493=2 ‘ wartosci k(n).
2,3 2423=1 1 Ioreah . . : i o
i ’ 3 3 4 2 = 0 7 powyzszych rozwazan mozna otrzymaé wartodcei k(n) dla
: ool 9 4 n < 10. Dla przyktadu przyjrzyjmy sie analizie pozycji
7 kregli 8 . zlozonej z 8 kregli. Istnieje 8 mozliwoséci wykonania
18 1421=0 . ias
6 3 17 P ruchu. Mozemy stracic¢ jeden lub dwa kregle z brzegu,
‘ 1 2 R . . . . . . .

5 4 2.7 Dl e pozostawiajac 6 lub 7 kregli sto_]qcxch obok siebie. Mozemy
L5 14+24=5 2,6 2423=1 tez straci¢ jeden lub dwa kregle, dzielac pozostale kregle
1,4 1421=0 3,6 3423=0 na dwie grupki. Prowadzi to do pozycji majacych liczbe
2,4 2421=3 - 3424=7 Grundy’ego 0, 2, 3, 5 i 6. Tak wiec k(8) = 1, gdyz 1 jest
2,3 2423=1 4,5 1+24=5 najmniejsza liczba caltkowita nieujemna niewystepujaca
334 3+423=0 4,4 1+21=0 wérdd wyzej wymienionych.
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