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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadari z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnoéci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
30 XI 2000 i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Termin nadsylania rozwigzari:

Czoléwka ligi zadaniowej 3 y 3 ;
Klub 44 F Zadania z fizyki nr 302, 303
po uwzglednieniu ocen rozwiazan 4
zadas 202 (WT=3,46) i 203 (WT=2,20) lvedaguje Jerzy B. BROJAN
z numeru 2/2000

Jarostaw Lazuka — Warszawa 34,93

302. Przewodzaca kula o promieniu r sklada sie z dwoch zetknietych pétkul. Jaka jest

Andrzej Nowogrodski — Chocianéw 32,24 wartoéc sily odpychajacej te potkule, jesli tadunek calej kuli wynosi Q7

Aleksander Surma — Myszkdw 31,76

;‘““'e“ W‘S&i;"f’: % i:lﬂi“i“ zziz 303. Dwa jednakowe naczynia o Sciankach nie przewodzacych ciepla sa polaczone

rzegorz Milo: — Mielec 5 A, - . . .

Tomasz Rudny Warszawa 22,18 rurka z zaworem (kranikiem). Poczatkowo w jednym naczyniu znajdowal sie gaz
pod ci$nieniem p i w temperaturze T, a w drugim naczyniu byla préznia. Otwarto
zawdr, tak ze ci$nienia sie wyréwnaly. Jaka bedzie wtedy wartosé ciénienia p'

Czoléwka ligi zadaniowej oraz temperatur T1 i T2 w naczyniach? Gaz jest doskonaly, a stosunek jego ciepel
Klub 44 M wlasciwych wynosi v = ¢p/cy.

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 393 (WT'=3,13) i 394 (WT=1,29)

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2000
z numeru 1,/2000

Jarostaw Lazuka — Warszawa 45,48 PrZypOmina‘m}' t.reS’é Za.da.ﬁ_:
Tomasz Wietecha — Tarndw 43,60
Rafal Pikula =~ Wroctaw 42,57 208. Na poziomym stole lesy jednorodny pret o ciezarze zym sila jego nacisku na stél
Je_rzy Witkowaki =dtadiin 40,12 jest rowno rozlozona (dla kazdego jednostkowego odcinka preta jest jednakowa). Jedli wspélezynnik
Michal Adamaszek - Kety 40,06 i i A S _ et R 3 .
Marcin Peczarski - Warszawa 37,87 cla preta o stol wynos: f, ka sila trzeba dzialaé¢ na koniec preta w kierunku poziomym
Andrzej Jogwik - Kielce 3T, T2 i prostopadlym do preta, aby ruszvé go z miejsca?
Pan Lazuka konczy druga 299, Walcowa plytka szklana mogze mieé¢ wlasciwosci soczewki, jesli wspdlezynnik zalamania szkta
czterdziestoczteropunktowa runde. jest rézny w rdznych punktach phytki i se lezynnik ten zalezy od odleglosci od
osl optycznej r wedlug wzoru n(r) g iia sie przy przesunieciach wad
Jakie warunki musza spelniaé parametry w podanym wzorze, aby plytka o grubosci d byla soczewka
o ogniskowej 7 Zakladamy, ze ogniskowa jest znacznie dluzsza zardwno od gruboscei, jak i od
srednicy plytki.
= 298. Ewentualny ruch preta bedzie jego obrotem wokél osi O lezacej w nieznanej
—_ odleglosci x od punktu przylozenia sity (pomijamy dowdd, ze oé ta przechodzi przez
S . - . -
— prosta, na ktérej lezy pret). Sily tarcia statycznego sa zatem skierowane zgodnie
2 =] z rysunkiem 1 (gdzie F' — szukana sila zewnetrzna, | — dtugoéé preta). W stanie
e rownowagi ich calkowity moment wzgledem gérnego kofica preta jest réwny zeru, tzn.
—
] x 1
-] sds = Sds.
r O
= ] T
—
B Stad x = I/+/2, zatem laczna sila tarcia skierowana w prawo jest réwna F = Pf/V?2,
-— - -
R w lewo — F_= Pf(1 — 1/v/2), a szukana sita F wynosi F = F — F_= Pf(v/2 - 1).
IS
Rys. 1 299. Warunek skupiania sie wiazki promieni w ognisku jest réwnowazny temu, ze czas
przejscia kazdego promienia od odleglego Zrédla przez soczewke do ogniska jest
— jednakowy (szczegdlnie latwo sie o tym przekonaé rozpatrujac kolejne powierzchnie
—L falowe). Poniewaz w o$rodku o wspélczynniku zalamania n czas przejécia jest
r &“‘“x_& proporcjonalny do iloczynu drogi przez n, wiec — pomijajac pionowe przesuniecie
I promienia w plytce — otrzymujemy wzdr (zob. rys. 2)
e n(r)d+ 4/ f? + r? = const.
Biorac pod uwage zalozenie o dlugiej ogniskowej f, przyblizamy pierwiastek
7 wyrazeniem f + r?/2f. Po podstawieniu wzoru na n(r) nietrudno stwierdzié,
ze parametr ng nie ma znaczenia, parametr 3 ma warto§é 2, a parametr « réwna sie
Rys. 2 —-1/(2fd).
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® Zadania z matematyki nr 405, 406
Redaguje Marcin E. KUCZMA

' —— 405. Przez srodek I okregu wpisanego w nieréwnoramienny tréjkat ostrokatny
e ABC poprowadzono okregi ka, kg, kc: okrag ka jest mniejszym z dwéch okregéw
@ przechodzacych przez I, stycznych do prostych AB i AC; okregi kg i k¢ sa okreslone

analogicznie. Okregi kp i kc przecinaja sie w punktach I, P; okregi kc i ka przecinaja
si¢ w punktach I, Q; okregi k4 i kg przecinaja sie w punktach I, R. Dowiesé, ze srodki

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XTI 2000

okregéw opisanych na tréjkatach AIP, BIQ, CIR sa wspétliniowe.

406. Czy istnieje rosnacy ciag liczb pierwszych p1, pz2, ps, ..., w ktérym kazdy wyraz
(poczawszy od drugiego) jest nie mniejszy od $redniej arytmetycznej dwéch wyrazow

z nim sasiadujacych?

Zadanie 406 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2000

Przypominamy tre$¢ zadan:

401. Wyznaczyé wszystkie pary liezb calkowitych a > 1, n > 1 o tej

wlasnoéci, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby a™ 1 jest dzielnikiem

401. Niech (a, n) bedzie para liczb calkowitych o wymaganych
wlasnoéciach i niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym
liczby n. Przyjmijmy, ze p¥||n (napis ten oznacza, ze n dzieli sie
dokladnie przez p w potedze k; to znaczy, dzieli sie przez p*, ale
nie przez p*+1). Mamy réwnosé

(1) apk—].:(a—-l)-A, gdzie A:apk“1+...+a+1.

Wezmy dowolny dzielnik pierwszy p' liczby A. Jest to takze
dzielnik liczby Pyl 1, wiec i liczby a™ — 1, wiec i liczby a — 1
(warunek zadania). Zatem a = 1 (mod p'), skad

0=A=1+4...414+1=p* (modyp'),
czyli p’ = p. To dowodzi, ze A jest potega liczby p oraz ze liczba
a — 1 dzieli sie przez p. Okreslamy wykladnik m > 1 przez
warunek: p™|la — 1.

Przypusémy, ze p jest liczba pierwsza nieparzysta. Wykazemy, ze
wowczas

(2) PPl -1 (r=0,1,2,..)).

Dla r = 0 jest to prawda. Ustalmy r > 0 i zalézmy indukcyjnie,
ze

(u — liczba niepodzielna przez p).

W takim razie

P i
1o (wp™+ + 1)9_ i Z(?)(upmw)a o

j=1
p Py
=p- upm+r+p‘ P;l 'u2p2m+2r+ Z(?)(upm+r)3=
J
=3

= up™ ¥+ 4 (skladniki podzielne przez p?™+2r+1).

Ta liczba dzieli sie dokladnie przez p™+"+1; mamy teze
indukcyjna.

W udowodnionej wlasnosci (2) przyjmijmy r = k; zgodnie
ze wzorem (1) otrzymujemy zaleznoéé p™+*||(a — 1) - A.
Skoro za$ p™||a — 1, dostajemy wniosek, ze p*¥||A. Wczedniej
stwierdziliSmy, ze A jest potega liczby p. To by znaczylo,

ze A = p*. Taka réwnoéé nie jest jednak mozliwa, bowiem
a —1> p*(a—1) (nieréwnosé¢ Bernoulliego).

Sprzecznosc jest rezultatem przypuszczenia, ze p jest liczba
pierwsza nieparzysta. Zatem p = 2. A poniewaz p jest dowolnie
wybranym dzielnikiem pierwszym liczby n, wynika stad, ze’

n = 2%, Liczba A jest wiec potega dwéjki (choé niekoniecznie
o wykladniku k).
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402. Dwusieczna kata DAB réwnolegloboku ABC D przecina proste
BC i CD odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé, ze srodek
okregu opisanego na trojkacie C'K L lezy na okregu opisanym na

trojkacie BCOD

Wykazemy, ze k = 1. Przypusémy, ze k > 2, a wiec 4|n. Kazdy
dzielnik pierwszy liczby a2 + 1 jest takze dzielnikiem liczby

at — 1, wiec i liczby a™ — 1, wiec i liczby a — 1 (warunek
zadania), wiec i liczby a? — 1. Wniosek: liczba a? 4 1 nie ma
dzielnikéw pierwszych wiekszych od 2; jest wiec potega dwdjki.
Mamy sprzecznos¢, bo a > 1 jest liczba nieparzysta i wobec tego
a? +1=2 (mod 4).

To dowodzi, ze istotnie k = 1; stad n = 2. Liczba A we
wzorze (1) jest réwna a + 1. Jak wykazaliémy chwile wczesniej,
jest to potega dwdjki.

Dostajemy odpowiedz: tylko para postacin =2, a =2 — 1

(s — liczba calkowita; s > 1) moze mieé wlasnoéé, o ktéra chodzi
w zadaniu. Na odwrét, latwo sie przekonaé, ze kazda taka para
ma owa wlasnoscé.

402. Oznaczmy przez O srodek okregu opisanego na tréjkacie
CKL, przez M — érodek boku CK tego tréjkata, a przez E —
punkt prostej AD wyznaczajacy prosta CE||AK. Tréjkat KOC
jest réwnoramienny (|OK| = |OC|). Zatem

|LZOKC| =90° — |LMOK| =90° - |LMOC| =
=90° — |LCLK| = |L{OCL|.
Jedli |AB| > |AD, to |LOKB| = |LOKC)|, |LOCD| = |LOCL|.
Jesli zas |AB| < |AD)| (jak na rysunku),
to |ZOKB| =180° — |LOKC|, |£OCD| = 180° — |£OCL|.
W kazdym przypadku z uzyskanej réwnoéci |LOKC| = |LOCL|
wynika réwnoéé |[LOKB| = |L0CD|.

Tréjkat ABK przystaje do tréjkata EDC; tak wiec |KB|=|CD|.
Ponadto |OK| = |OC|. Wobec tego tréjkat OK B przystaje do
tréjkata OCD, i w efekcie |/BOK| = |/ DOC|. Z tej réwnosci

z kolei wynika réwnoéé |/ BOD| = |/KOC!|. Skoro wreszcie

|[LKOC|=2-|LMOC| =2-|.LCLK| = |LBCD|,

zatem, ostatecznie, |/ BOD| = |/BCD)|. Stad wynika, ze punkt
O lezy na okregu wyznaczonym przez punkty B, C, D.




