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Patrzac na wykres sumy réznic miedzy liczba ortéw

i reszek, uzyskany w doswiadczeniu z Festiwalu,
zauwazy¢ mozna kilka niepokojacych faktéw. Gdyby
moneta, ktéra rzucano, byla symetryczna, to réznice
powinny oscylowa¢ w poblizu 0. Tymczasem wykres
przez wieksza cze$¢ czasu przebywal ponad osia x,
wskazujac na przewage liczby ortéw nad liczbg reszek.
Po okresie zalamania koniunktury orléw (w okresie od
momentu pojawienia sie 150. goscia az do goscia nr 237,
gdzie przewaga liczby reszek nad liczba orléw wyniosta
54) i po okresie burzliwej, ale dodatniej stabilizacji
(miedzy wizyta trzechsetnego a pieésetnego goscia)
zaczela sie hossa, konczaca sie w momencie zakonczenia
do$wiadczenia na réznicy, wynoszacej 70 ortéw. Szkoda,
ze juz nikt nie zobaczy, jak dlugo trwalaby ta hossa

i jakim wynikiem moglaby sie zakonczy¢. I szkoda,

ze nie sa to notowania spélki gieldowej, w ktora
zainwestowaliSmy nasze oszczednosci.

Czy taki przebieg do$wiadczenia moze nam co$
powiedzie¢ o prawdopodobienstwie wyrzucenia

orta? Czy shusznie podejrzewamy, ze moneta jest
asymetryczna i jak wielka jest ta asymetria? Zazwyczaj
do oszacowania prawdopodobienistwa zdarzenia A
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Jednym z do$wiadczen wykonywanych w ubieglym roku przez gosci Festiwalu
Nauki w Warszawie bylo rzucanie moneta. Kazdy z uczestnikéw doswiadczenia
rzucal moneta 10 razy. Do komputera wpisywano réznice miedzy uzyskana liczba
ortéw i reszek. Na ekranie komputera, po wizycie k-tego goscia, rysowany byt
wykres krzywej ri, bedacej réznica liczby ortéw i reszek, uzyskanych dotad

Opis doswiadczenia z rzucaniem moneta znalezé mozna w prawie kazdym
podreczniku rachunku prawdopodobienistwa. Rzadko jednak spotkamy zapis
wynikow takiego doswiadczenia, bo zapewne autorzy podrecznikéw stwierdzili,
ze oprocz ,smrodku dydaktycznego” zadnych ciekawych wnioskéw nie mozna
wyciagna¢ z konkretnych danych. Bo c6z ciekawego jest w nudnym ciagu

serie 10 rzutéw

bierze sie jego czesto$¢ w serii n doswiadczen, czyli
utamek postaci

In (4)

pn(A): i

gdzie [, (A) jest liczba do$wiadczen, w ktérych
wystapito zdarzenie A.

Oznaczajac przez liok (,,0") liczbe orléw po wizycie
k-tego goscia, a liczbe reszek przez [y (,,R”),
otrzymamy réwnosc

T = llﬁk (,,O”) o= llok (‘J}R“) — Q’EIUk (”O'ﬂ) — 10k.

Czestos¢ orltéw po wizycie k-tej osoby mozna wiec
zapisa¢ wzorem

i

2 20k

Obserwacje krzywej réznic pozwalaja nam oszacowac
prawdopodobienistwo wyrzucenia orta w dowolnym
momencie naszego doSwiadczenia. W momencie
absolutnej bessy dla ortéw czesto$¢ wypadniecia orta
byla réwna
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Kiedy po kolejnych wahaniach krzywa réznic wzniosta
sie na wysokos¢ 46 po wizycie 440 osoby, czestosé
ortéw byla réwna
ol 46
Puo=35" 36400
Najwyzsza warto$¢ réznicy liczby orléw i reszek,
rowna 70, osiagnieto po wizycie 710 osoby. Oznacza
to, ze w tym momencie czestos¢ orléw byla réwna
1 70
Pro =3+ 3070
co mogloby wskazywaé na stabilizacje wokél wartosci
0,505. Nie wiadomo, jak dalej potocza sie losy naszej
krzywej i zwiazanej z nia czestosci orlow.

~ 0,5052.

~~ 0,5049,

Twierdzenie, zwane mocnym prawem wielkich liczb,
moéwi, ze z prawdopodobienstwem 1 czestosci ortéw
beda sie zbliza¢ do rzeczywistego prawdopodobienstwa
wypadniecia orla, gdy liczba do$wiadczen bedzie
zmierza¢ do nieskonczonosci. Ale my nie mamy ochoty
czekaé az tak dlugo.

Pierwszy dowdd mocnego prawa wielkich liczb, uzyskany w latach

1916-1917, pochodzi od wloskiego matematyka F.P. Cantellego

Ale co mozemy juz teraz powiedzie¢ o tym
prawdopodobienstwie? Nasze doswiadczenie
zakonczylo sie po wizycie 726 oséb, kiedy to réznica
liczby orléw i reszek wyniosta 58. Czestosé ortéw na
zakonczenie eksperymentu wyniosta
ol 58

Pre =5 + 95726
Prawdziwa wartos¢ p prawdopodobienstwa
wypadniecia orla mozna oszacowaé, poslugujac sie
pojeciem przedziatu ufnosci.

~ 0,5040.

Kazda seria doswiadczen konczy sie wynikiem
nieprzewidywalnym: liczba ortéw i liczba
otrzymanych reszek. Na podstawie tych wynikéw
mozemy skonstruowaé przedzial (tez losowy) o tej
wlasnosci, ze prawdopodobienstwo, iz zawiera on
liczbe p, jest co najmniej réwne . Taki przedzial
nazywamy przedziatem ufnosci na poziomie

ufnosci v. W przypadku przedzialu, zawierajacego
prawdopodobienstwo p wyrzucenia orla, przedziatl taki
ma postac

IPn —dn (7) »Pn +dn (’T)] .

Oznacza to, ze jego Srodek jest réwny czestosci p,,
a blad oszacowania p wyraza sie wzorem

dn(m) = 2(y) /oL =)

n
Wspélezynnik z (), wyrazajacy wplyw poziomu
ufnosci 4 na blad oszacowania parametru p, latwo
obliczy¢, gdy wykonamy duza liczbe rzutéw n.

Wystarczy, ze liczba pomiardw jest wieksza od 50.

W tym przypadku z () jest liczba o tej
wlasnosci, ze zmienna losowa Z o standardowym
rozktadzie normalnym spelnia warunek |Z| < z ()
z prawdopodobienistwem réwnym .

Rozklad normalny nazywamy standardowym, jeéli jego wartos

oczekiwana jest rowna 0, a odchylenie standardowe 1
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Zazwycza] poziomy ufnosci wybiera sie réwne 0,95
lub 0,99, co jest réwnowazne przyjeciu wartosci
z () = 1,96 lub odpowiednio z (v) = 2,58.

Wréémy do danych, zebranych w trakcie
eksperymentu: oszacowanie prawdopodobiefistwa
wyrzucenia orla po wizycie 237. goscia za pomoca
przedzialu ufnosci na poziomie 0,95 mialo blad réwny

0,4889 (1 — 0,4889)
1’96\/ 10 - 237

Dokladnos¢ przedzialu ufnosci zwiekszala sie w miare
zbierania informacji

~ 0,0201.

nr goscia 237 440 710 726
blad 0,0201 |0,0148 | 0,0116 | 0,0115

Uwzgledniajac obliczone wartosci czestosci, mozemy
juz poda¢ przedzialy ufnosci na poziomie 0,95 dla
prawdopodobienstwa wyrzucenia orta.

nr goscia przedzial ufnosci
237 [0,4688, 0,5090]
440 [0,4904 , 0,5200]
710 [0,4933, 0,5163]
726 [0,4925, 0,5155]

W kazdym przypadku wartos$c¢ p = % miescita sie

w przedziale ufnosci, co oznacza, ze mogliby$my uznac
na podstawie wynikéw tego do$wiadczenia, iz moneta,
ktéra rzucano, byla symetryczna. Sceptyk moze
jednak wybra¢ dowolnie inna warto$¢ z przedziatlu
ufnosci jako réwnie dobra. Po zakonczeniu wszystkich
eksperymentéow wiemy jedynie, i to nie na pewno,

bo z prawdopodobienstwem co najmniej 0,95,

ze prawdziwa warto$¢ prawdopodobienstwa wyrzucenia
orta miesci sie w przedziale [0,4925, 0,5155].

Omawiajac fluktuacje réznicy liczby ortéw i reszek,
zwrociliSmy uwage na wartodci maksymalne

i minimalne tej réznicy. Maksimum obliczone po k
kolejnych wizytach gosci jest losowa, niemalejaca
funkcja k. Podobnie, minimum jest losowa, nierosnaca
funkcja k. Jak wielkie wartosci moga osiagnaé te
funkcje w miare wzrostu liczby przeprowadzonych
rzutéw? Oto wykres kolejnych maksimoéw i minimow
w zaleznosci od numeru kolejnego uczestnika
doswiadczenia.
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Jak wida¢, maksima rosna powoli, minima ustabilizowaly sie na poziomie
wartodci —54. Interesujaca bylaby odpowiedz na pytanie, czy maksima moglyby
rosna¢ do nieskonczonosci, a minima male¢ do minus nieskonczonosci, gdyby
obserwacje trwaly bardzo dlugo.

Rosyjski matematyk A. Chinczyn udowodnil w 1924 roku twierdzenie,
dotyczace tempa wzrostu liczby sukceséw S,, w n kolejnych niezaleznych
prébach, w ktérych prawdopodobienstwo sukcesu jest stale i wynosi p.
Twierdzenie to nosi nazwe prawa iterowanego logarytmu. Stwierdza ono,
ze z prawdopodobiefistwem 1 zachodzi réwnosc¢

Qs
lim sup S o =1
V2np(1—p)lnlnn
Réwnoéé ta oznacza, ze dla duzych n maksimum Sy, S, ..., S, jest réwne

w przyblizeniu, z prawdopodobienstwem 1, liczbie
np + /2np (1 — p)Inlnn.

Przez symetri¢ latwo zauwazy¢, ze

(= i
lim inf BTt = -1,
V2np(1—p)lnlnn
co oznacza, ze dla duzych n minimum Sy, Ss,..., S, jest réwne w przyblizeniu,

z prawdopodobienstwem 1, liczbie

np —v/2np (1 - p)Inlnn.

Thumaczac to na wartosci réznic 7y liczby oriéw i reszek po wizycie k-tego
goscia, otrzymamy oszacowanie wazne z prawdopodobienstwem 1

max {r1,72,...,Tk} = 20k (p B %) +44/5kp (1 — p) Inln 10k,

min{ry,rq,...,rx} ~ 20k ( - %) - 4\/5kp(1 —p)Inln 10k.

Zakladajac, ze p = %, czyli ze moneta jest symetryczna, otrzymamy oszacowanie
max {ry,72,...,7k} = 2V 5kInln 10k,
min {ry,72,...,7x} =~ —2V5kInln 10k.

Ze wzoréw tych wynika, ze maksima i minima

w miare zwigkszania liczby rzutéw beda zmierzaly

do odpowiednich nieskonczonosci, choé¢ dos¢ wolno.
Poréwnujac na tym samym wykresie rzeczywiste
wartosci maksymalnych i minimalnych réznic

z oszacowaniem z prawa iterowanego logarytmu,
zauwazymy, ze nasze obawy, iz réznice liczby ortéow

i reszek sa duze, byly bezpodstawne. Po wizycie
ostatniego goscia moglibysmy oczekiwa¢ nawet réznicy
réwnej 175 (lub —175).

150
100
50

—50 g, o S A
—100
—150

Zjawiska, zwiazane z tak prostym doswiadczeniem, jak
rzut moneta, dostarczaja nam, jak wida¢, materialu
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do wielu niebanalnych rozwazan. Pozostalo nam do
rozstrzygniecia jeszcze wiele ciekawych pytan.

Obserwujac réznice miedzy liczba ortéw i reszek,
zauwazamy, zZe czasami ta réznica wynosi 0, co
oznacza, iz w tych momentach zréwnala sig liczba
ortéw i reszek. Stalo sie tak 12 razy: podczas wizyty
gosci numer 1, 24, 59, 127, 152, 153, 282, 388, 462,
471, 539, 594. Sredni czas powrotu do zera wyni6st
okoto 50 gosci. Od ostatniego zera odwiedzily stoisko
jeszcze 132 osoby i nie wida¢ nadziei na wyréwnanie
ortéw i reszek. W konicu do$wiadczenia bylisSmy
$wiadkami hossy orléw, réznica doszla do wartosci 70.
Czy kiedykolwiek powrdcimy do 07 Jaki jest naprawde
éredni czas powrotu?

Sredni czas powrotu do réznicy réwnej —6 tez wynosi
okolo 50 gosci. Czy tak bedzie zawsze? Dla dowolnej
wartosci réznicy? Czy, obserwujac w momencie k jakas
réznice, mozemy po dostatecznie dhugim czasie dojsc
do dowolnej pomysélanej przez nas réznicy? Jesli tak,
to z jakim prawdopodobienstwem?

Mam nadzieje, ze pytania, ktére tu postawilem,
zainteresowaly niektérych Czytelnikéw. By¢ moze
bedzie okazja, aby do nich powrdcié.



