
Rozwiazanie zadania M 925.
Wysokosci czworoscianu ABCD

poprowadzone z wierzcholków A i B

przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy

krawedzie AB i CD sa prostopadle.

(Plaszczyzna zawierajaca obie te

wysokosci zawiera równiez krawedz AB

i jest prostopadla do CD.) Wynika stad,

ze w czworoscianie ortocentrycznym

przeciwlegle krawedzie sa prostopadle,

a takze, ze jesli przeciwlegle krawedzie

czworoscianu sa prostopadle, to jego

dowolne dwie wysokosci przecinaja sie.

Trzeba wykazac, ze punkt przeciecia

jest zawsze ten sam. Niech wysokosci

poprowadzone z punktów A i B

przecinaja sie w punkcie E. Wysokosc

poprowadzona z wierzcholka C nie moze,

oczywiscie, lezec w plaszczyznie ABE.
Stad latwo juz zauwazyc, ze przechodzi

ona przez punkt E.

Tryptyk O liczbach pierwszych
Witold BEDNAREK

Twierdzenie Czebyszewa

Pafnutij Czebyszew udowodnil, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje co
najmniej jedna taka liczba pierwsza, ze n < p < 2n.

Wniosek. Jezeli Pk oznacza k-ta liczbe pierwsza, to

PkH < 2Pk dla k E N.

Dowód. Niech k oznacza dowolna ustalona liczbe naturalna. Zgodnie

z twierdzeniem Czebyszewa istnieje taka liczba pierwsza q, ze Pk < q < 2pk.

Mamy, oczywiscie, q 2 PkH' Tak wiec Pk+1 :S q < 2Pk, skad PkH < 2pk·

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby naturalnej m> O suma
1 1 1 1

(*) 1+3+5+"'+
nie jest calkowita.

Dowód. Oznaczmy przez Pk najwieksza liczbe pierwsza nie wieksza od

2m + 1, gdzie m jest ustalona dodatnia liczba naturalna. Oczywiscie

Pk > 2. Zatem Pk jest liczba nieparzysta. Liczba Pk znajduje sie wsród liczb

1,3,5, ... ,2m + 1. Wykazemy, ze zadna z liczb 1,3,5, ... ,2m + 1, oprócz Pk,

nie jest podzielna przez Pk. Gdyby tak nie bylo, to wsród liczb 1,3,5, ... ,2m + 1

znajdowalaby sie liczba postaci [ . Pk, gdzie [ 2 3 jest liczba naturalna. Tak wiec

3Pk :S [Pk :S 2m + 1. Z okreslenia Pk mamy jednak PkH > 2m + 1. Wobec tego

PkH > 3Pk > 2Pk, co jest sprzeczne z wnioskiem z twierdzenia·Czebyszewa.

Po sprowadzeniu sumy (*) do wspólnego mianownika otrzymujemy

A 1 APk +B-+-=---
B Pk BPk

gdzie liczby A i B sa naturalne i B nie jest podzielne przez Pk. Liczba APBk+BPk

nie jest calkowita, gdyz licznik tego ulamka nie jest podzielny przez Pk.

Izolowane liczby pierwsze

Slynne twierdzenie Dirichleta glosi, ze jezeli liczby naturalne a i r sa wzglednie

pierwsze, to ciag arytmetyczny

a, a + r, a + 2r, ...

zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Rozwazmy ciag arytmetyczny

(15n + 8). Ciag ten zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Niech

P = l5no + 8 bedzie jedna z nich. Liczba P - 2 = l5no + 6 = 3(5no + 2) jest

zlozona. Podobnie, liczba P + 2 = l5no + 10 = 5(3no + 2) jest zlozona. Zatem

naj blizsza liczba pierwsza moze byc odlegla od P (w lewo lub wprawo) co
najmniej o 4.

Udowodnimy ogólnie, ze dla dowolnej liczby naturalnej m istnieje taka liczba

pierwsza P, ze najblizsza liczba pierwsza jest odlegla od P co najmniej o 2m + 2.

Niech qt bedzie nieparzystym dzielnikiem pierwszym liczby 2m+2 + 2k, a qk

bedzie nieparzystym dzielnikiem pierwszym liczby 2m+2 - 2k dla k = 1,2, ... , m.

R .. t t ( + + + - - 2m+2) dlozwazmy CIag ary me yczny ql q2 ... qmql q2 ... q;;, . n + a
n = 1,2,3, ... Z twierdzenia Dirichleta wynika, ze ciag ten zawiera nieskonczenie

wiele liczb pierwszych. Niech

- + + + - - - + 2m+2P - ql q2 ... qm ql q2 ... qm . no

bedzie jedna z nich. Liczba

2k - + + + - - - 2m+2 2kP + - ql q2 ... qmql q2 ... qm . no + +
jest podzielna przez qt, a wiec jest zlozona (k = 1,2, ... , m).

Podobnie, liczba

2k - + + + - - - 2m+2 2kP - - ql q2 ... qm ql q2 ... qm . no + -
jest zlozona, gdyz jest podzielna przez qk (k = 1,2, ... , m). Nalezy jeszcze
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uzasadnic, ze liczby 2m+2 + 2k i 2m+2 - 2k maja dzielnik pierwszy nieparzysty,

czyli ze nie sa potegami dwójki.

Przypuscmy, ze 2m+2 + 2k = 28 dla pewnych naturalnych m, k, s. Poniewaz
k ::; m i m ::; 2m-l, wiec 2m+2 +2k ::; 2m+2 +2m. Oczywiscie 2m+2 < 2m+2 +2k.

Wobec tego 2m+2 < 28 ::; 2m+2 +2m < 2m+3. Stad m +2 < s < m +3, co dla

naturalnych s i m jest niemozliwe.

Analogicznie wykazujemy, ze zalozenie 2m+2 - 2k = 28 prowadzi do sprzecznosci.

Róznica pierwiastków kolejnych liczb pierwszych
Niech Pk oznacza k-ta liczbe pierwsza. Wykazemy, ze kres dolny zbioru liczb

postaci VPk+1 - VPk dla k E N wynosi zero.

Przypuscmy, ze kres ten jest dodatni. Istnieje wiec taka liczba E > O, ze

VPk+1 - VPk ~ E dla k E N.

Wówczas

1 1 VPkH - VPk E-- - -- = ----- > ---- ------ >
VPk VPk+1 VPkPk+1 VPkPk+1 Pk+1

dla k E N.

Podstawiamy k = 1,2, ... , n i dodajemy te nierównosci

(1 1) (1 1) (1 1) (1 1) (1 1 1 1)
--- + --- + + ----- + ----- >E -+-+ +-+--
vPi,jP2 ,jP2 VP3 ... VPn-1 ~ ~ VPn+1 P2 P3 ... Pn PnH .

Po dokonaniu redukcji otrzymujemy

lIn 1---->EL-,
vPi VPnH k=1 Pk+1

skad

n 1 1( 1 1) 1 1 1l;Pk+1 < ~ vPi- VPn+1 < ~ . vPi = EV2'

Wiadomo jednak, ze szereg zlozony z odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych

jest rozbiezny do nieskonczonosci. Otrzymana sprzecznosc dowodzi, ze szukany

kres dolny jest równy zeru.

Prawdopodobnie zachodzi wiecej, a mianowicie

lim (VPk+1 - v1ik) = O.
k--->oo

Inna hipoteza glosi, ze

Rozwiazanie zadania M 926.

a) Równosc AC2 + BD2 = BC2 + AD2

przepiszemy w zapisie wektorowym:

lAB + ECI2 + lEC + CDI2 =
= IECI2 + lAB + EC + CDI2, co po

rozpisaniu za pomoca iloczynu skalarnego

okazuje sie byc równowazne równosci

AB . CD = 0, czyli prostopadlosci

krawedzi AB i CD.

b) Wynika od razu z zadania M 925
i zadania M 926a.

VPk+1 - v1ik < 1 dla k E N.

Gdyby powyzsza nierównosc byla prawdziwa dla kazdego k, to wyniklaby z niej

nieudowodniona dotad hipoteza:

Miedzy dwoma dowolnymi kolejnymi kwadratami liczb naturalnych znajduje sie co

najmniej jedna liczba pierwsza.

Istotnie, niech n bedzie dowolnie ustalona liczba naturalna· Niech Pk oznacza

najwieksza liczbe pierwsza mniejsza od (n + 1)2. Wówczas Pk+1 jest wieksze

od (n + 1)2, skad n + 1 < VPkH' Ponadto na mocy przyjetego zalozenia

VPkH < VPk + 1. Zatem n +1 < VPk +1. Stad n2 < Pk· Ostatecznie
otrzymujemy n2 < Pk < (n + 1)2.

Jesli jakas figura wypukla da sie pokryc za pomoca

100 kól jednostkowych, to zmieszcza sie w tej figurze co

najwyzej 74 rozlaczne jednostkowe kola. Oczywiscie liczba

100 nie jest tu zadna wyrózniona liczba - zawsze liczba

rozlacznych kól jednostkowych, mieszczacych sie w figurze

(nie bedacej kolem jednostkowym) wypuklej, jest mniejsza

od ~ liczby jednostkowych kól pokrywajacych te figure·
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Dlaczego na zdjeciach rentgenowskich wymiary obrazów

przedmiotów sa zawsze wieksze od ich wymiarów

rzeczywistych? Otóz dlatego, ze zródlo promieni

rentgenowskich jest punktowe, wobec tego tez wiazka

promieni rentgenowskich jest rozbiezna i tym samym

"cien" przedmiotu jest zawsze wiekszy od samego

przedmiotu.


