Rozwigzanie zadania M 925.
Wyszokosci czworoécianu ABC D
poprowadzone z wierzchotkdéw A1 B
przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy
krawedzie AB i CD
(Plaszczyzna zawierajaca obie te

sa prostopadle.

wysokogci zawiera réwniez krawedz AB

i jest prostopadia do €' D.) Wynika stad,

Ze w czworoscianie ortocentrycznym
przeciwlegle krawedzie sa prostopadle,
a takze, ze jesli przeciwlegle krawedzie
czworodcianu sa prostopadle, to jego
dowolne dwie wysokodei przecinaja sie.
Trzeba wykazaé, ge punkt przeciecia
jest zawsze ten sam. Niech wysokosci
poprowadzone z punktdw A1 B
przecinaja sie w punkcie E. Wysokosé

poprowadzona z wierzcholka €' nie moze,

oczywiscie, lezeé¢ w plaszczyinie ABE.
Stad latwo juz zauwazye, ze przechodzi
ona przez punkt E.

Tryptyk o liczbach pierwszych
Witold BEDNAREK

Twierdzenie Czebyszewa

Pafnutij Czebyszew udowodnil, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje co
najmniej jedna taka liczba pierwsza, ze n < p < 2n.

Whniosek. Jezeli p;, oznacza k-ta liczbe pierwsza, to
Pre1 < 2pi dla kel
Dowéd. Niech k oznacza dowolna ustalona liczbe naturalna. Zgodnie
z twierdzeniem Czebyszewa istnieje taka liczba pierwsza ¢, ze pp < q < 2py,.
Mamy, oczywiscie, q > pp41. Tak wiec pry1 < g < 2py, skad pr1 < 2py.

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby naturalnej m > 0 suma
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nie jest caltkowita.

Dowéd. Oznaczmy przez py najwieksza liczbe pierwsza nie wieksza od

2m + 1, gdzie m jest ustalona dodatnia liczba naturalna. Oczywiscie

pr. > 2. Zatem py. jest liczba nieparzysta. Liczba py, znajduje sie wsréd liczb
1,3,5,...,2m+ 1. Wykazemy, ze zadna z liczb 1,3,5,...,2m + 1, oprécz py,

nie jest podzielna przez p;. Gdyby tak nie bylo, to wsréd liczb 1,3,5,...,2m + 1
znajdowalaby sie liczba postaci [ - p, gdzie [ > 3 jest liczba naturalng. Tak wiec
3pi < lpr < 2m + 1. Z okrelenia p,. mamy jednak pgq1 > 2m + 1. Wobec tego
Pk+1 = 3Pk > 2py, co jest sprzeczne z wnioskiem z twierdzenia’ Czebyszewa.

Po sprowadzeniu sumy (*) do wspdlnego mianownika otrzymujemy

A 1 Ap. + B

— _l’_ —_—

B p Bp,
gdzie liczby A i B sa naturalne i B nie jest podzielne przez py. Liczba ’—"{,’3';%5
nie jest catkowita, gdvz licznik tego utamka nie jest podzielny przez py,.

Izolowane liczby pierwsze
Stynne twierdzenie Dirichleta glosi, ze jezeli liczby naturalne a i r sa wzglednie
pierwsze, to ciag arytmetyczny
a, a+r, a+2r,...
zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Rozwazmy ciag arytmetyczny
(15n + 8). Ciag ten zawiera nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Niech
p = 15ny + 8 bedzie jedna z nich. Liczba p — 2 = 15ng + 6 = 3(5ng + 2) jest
zlozona. Podobnie, liczba p + 2 = 15n¢ + 10 = 5(3ng + 2) jest zlozona. Zatem
najblizsza liczba pierwsza moze by¢ odlegta od p (w lewo lub w prawo) co
najmniej o 4.
Udowodnimy ogdlnie, ze dla dowolnej liczby naturalnej m istnieje taka liczba
pierwsza p, ze najblizsza liczba pierwsza jest odlegla od p co najmniej o 2m + 2.
Niech ¢; bedzie nieparzystym dzielnikiem pierwszym liczby 212 4 2k, a q5
bedzie nieparzystym dzielnikiem pierwszym liczby 2m1? — 2k dla k = 1,2,...,m.
Rozwazmy ciag arytmetyczny (¢7q5 ...¢ha7 a5 ... g - n+2712) dla
n=1,2,3,... Z twierdzenia Dirichleta wynika, ze ciag ten zawiera nieskonczenie
wiele liczb pierwszych. Niech
P=0{03 - Gha1 4 -G 10 + 27
bedzie jedna z nich. Liczba
p+2k=q¢f ... qhay a5 - gm0+ 272 + 2k
jest podzielna przez g, a wiec jest zlozona (k =1,2,...,m).
Podobnie, liczba
p—2k =g a3 gt g1 @5 oiqy -mo+2™H2 — 2k
Jjest zlozona, gdyz jest podzielna przez ¢, (k= 1,2,...,m). Nalezy jeszcze
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uzasadnié, ze liczby 212 + 2k i 2™+2 — 2k maja dzielnik pierwszy nieparzysty,
czyli Ze nie sa potegami dwdjki.

Przypusémy, ze 2™+2 + 2k = 2° dla pewnych naturalnych m, k, s. Poniewaz

E mim <27 wiec 202 2k < oMb M, Oczywmue gm+2 - gm+2 4 9.
Wobec tego ) gmH2 £ 98 < gmt2 4 gm o gm+3, Stad m+2 < s < m+ 3, co dla
naturalnych s i m jest niemozliwe.

Analogicznie wykazujemy, ze zalozenie 2™ 1% — 2k = 2° prowadzi do sprzecznoéci.

Réznica pierwiastkéw kolejnych liczb pierwszych

Niech py oznacza k-ta liczbe pierwsza. Wykazemy, ze kres dolny zbioru liczb
postaci \/Pr+1 — +/Pr dla k € N wynosi zero.

Przypusémy, ze kres ten jest dodatni. Istnieje wiec taka liczba & > 0, ze

VPrt1 —VPE Z € dla ke N

_ VPk+1 — VP € " €
VPE+1 VPEPE+1  /PkPk+1 Pk+1

,n i dodajemy te nieréwnosci
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Po dokonaniu redukcji otrzymujemy
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Wiadomo jednak, ze szereg zlozony z odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych

jest rozbiezny do nieskoniczonoéci. Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze szukany
kres dolny jest rowny zeru.
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Prawdopodobnie zachodzi wiecej, a mianowicie
o (\/pk+1 VP

Inna hipoteza glosi, ze

@

Rozwigzanie zadania M 926.

a) Réwnodé AC? + BD? = BC? + AD?
przepiszemy w zapisie wektorowym:
|AB + BC|* + |BC + CDJ® =
=|R‘-’2+|A.ﬁ+ﬁ+ﬁjg,cnpo

rozpisaniu za pomoca iloczynu skalarnego

VPk+1 — /Pr < 1 dla kel

Gdyby powyisza nieréwnosé¢ byla prawdziwa dla kazdego k, to wyniklaby z niej
nieudowodniona dotad hipoteza:

Miedzy dwoma dowolnymi kolejnymi kwadratamsi liczb naturalnych znajduje sie¢ co
najmniej jedna liczba pierwsza.

okazuje sig by¢ réwnowaine réwnosci Istotnie, niech n bedzie dowolnie ustalona liczba@ naturalng. Niech p; oznacza
najwiqkszq liczbe pierwsza mniejsza od (n + 1)%. Wéwczas pyy1 jest wieksze
od (n+1)%, skadn+1< \/Pk+1. Ponadto na mocy przyjetego zalozenia
VPr+1 < /Pr + 1. Zatem n + 1 < /pr + 1. Stad n? < pi. Ostatecznie

otrzymujemy n? < py < (n +1)2

_ =
AB - CD = 0, czyli prostopadloéci
krawedzi AB i CD.

b) Wynika od razu z zadania M 925
i zadania M 926a.

Jesli jaka$ figura wypukta da sie pokry¢ za pomoca

100 ké1 jednostkowych, to zmieszcza sie w te] figurze co
najwyzej 74 rozlaczne jednostkowe kolta. Oczywiscie liczba
100 nie jest tu zadna wyrdzniona liczba — zawsze liczba
rozlacznych két jednostkowych, mieszezacych sie w figurze
(nie bedacej kolem jednostkowym) wypuklej, jest mniejsza
od 3 liczby jednostkowych kol pokrywajacych te figure.
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Dlaczego na zdjeciach rentgenowskich wymiary obrazéw
przedmiotéw sa zawsze wigksze od ich wymiaréw
rzeczywistych? Otoéz dlatego, ze Zrédlo promieni
rentgenowskich jest punktowe, wobec tego tez wiazka
promieni rentgenowskich jest rozbiezna i tym samym
,cien” przedmiotu jest zawsze wiekszy od samego
przedmiotu.



