Punkty wymierne na krzywych plaskich
Grzegorz LUKASZEWICZ

Rozwaza¢ bedziemy krzywe na plaszezyznie okre$lone réwnaniami postaci
P(z,y) = 0. Naleza do nich, na przyklad, prosta z + y — 1 = 0, okrag

2 +y? —r =0r > 0, krzywa Fermata z* + y* — 1 = 0, krzywa Bacheta

y? — 2% + a = 0, a — calkowite, czy tes krzywa wykltadnicza y — e* = 0.
Interesowac nas beda punkty wymierne na tych krzywych, tj. punkty, ktérych
obie wspélrzedne sa wymierne. Podstawowe pytania dotycza istnienia punktéw
wymiernych na danej krzywej i metod znajdowania takich punktéw.

} Krzywa Fermata  Kazdy punkt na prostej @ +y — 1 = 0 jest albo wymierny, albo ma obie
wspélrzedne niewymierne. Zauwazmy w tym miejscu, ze nie jest mozliwe, zeby
cala krzywa skladala sie z punktéw wymiernych, gdyz punktéw takich jest po
prostu za malo: jedynie przeliczalnie wiele, podczas gdy punktéw na krzywej jest
tyle, co liczb rzeczywistych, a wiec nieprzeliczalnie wiele. Z drugiej strony zbidér
punktéw wymiernych nie jest znéw taki maly: w dowolnym kole znajdziemy
przynajmniej jeden punkt wymierny, co oznacza, ze zbiér tych punktéw

jest gesty na plaszczyznie. Czy moze sie wiec zdarzy¢, ze krzywa taki zbiér
yominie” i nie bedzie na niej zadnego punktu wymiernego? Wydaje si¢ to malo
prawdopodobne, a jednak, nie szukajac daleko, na okregu z? + y? — 3 = 0 nie
ma ani jednego punktu wymiernego. Jest tak dlatego, ze dla liczb calkowitych
wzglednie pierwszych a i b, wyrazenie a® + b* nie dzieli sie przez 3. Fakt,

ze na krzywych z" + y™ — 1 =0, n > 2, nie ma punktéw wymiernych o obu
wspolrzednych dodatnich, wynika z udowodnionego dopiero w 1994 r. przez

A. Wilesa Wielkiego Twierdzenia Fermata. Istotnie: jesli punkt (%, ) nalezy
do takiej krzywej, to (ps)" + (rq)"™ = (gs)™ dla liczb catkowitych ps, rq, ¢s
réznych od zera i dodatnich. W szczegélnym przypadku, dla n = 4, dowdd
twierdzenia Fermata zostal podany juz w 1747 roku przez L. Eulera, od dawna
wiedziano wiec, ze na krzywej z* + y* — 1 = 0 jedynymi punktami wymiernymi
sa punkty: (—1,0), (1,0), (0,—1) oraz (0,1). Mozna takze wykazaé, ze na
krzywej wykladniczej y — e® = 0 jest tylko jeden punkt wymierny: (0,1). Wynika
to z faktu, ze dowolna potega liczby e o wykladniku wymiernym i réznym od
zera jest niewymierna.
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3 Krzywa Bacheta

Zupehie inaczej przedstawia sie sytuacja na okregu: z° +3* — 1 = 0, na

ktérym znajduje sie nieskonczenie wiele punktéw wymiernych. Jak je znalez¢?
Okazuje sie, ze jest na to prosta i efektywna metoda. Zaczynamy od zauwazenia,
ze np. punkt (0,1) jest wymierny i nalezy do rozwazanego okregu. Teraz przez
punkt (0,1) prowadzimy prosta o réwnaniu y = mx + 1, gdzie m # 0. Prosta ta
przetnie nasz okrag w jeszcze jednym punkcie, ktérego wspélrzedne znajdziemy,
podstawiajac y = ma + 1 do réwnania okregu. Mamy 22 + (ma + 1)? = 1, skad

z(1+mHz+2m) =0
i dostajemy

2m T 'm?
“Trm? y:m.’z—l—lzil_'_mg.

Nietrudno zatem wykazaé, ze (z,y) jest punktem wymiernym na okregu
jednostkowym wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczba wymierna. Pozostawiamy
to inwencji Czytelnika. Punkt (0, —1) otrzymujemy kladac m = oco. Poniewaz
punkty wymierne znajdujemy w opisanej teraz metodzie za pomoca prostych
o nachyleniu wymiernym, wiec metoda ta znana jest pod nazwa metody
wymiernych nachylen.

T =

Rozwazmy teraz krzywa Bacheta y?> — z° + a = 0, a € Z. Jeéli pewien
punkt (z,y), y # 0, nalezacy do tej krzywej, jest wymierny, to takze punkt
-~ z* +8az —z% + 20az® + 8ax?
o 43}2 ? 8y3
— miejsce przeciecia naszej krzywej ze styczna do niej w punkcie A — jest
punktem wymiernym (Bachet odkry} to w 1621 r.). Je§li z,y # 0ia # 1, —432,
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Rozwigzanie zadania F 530.

Niech h bedzie wysokoscia, na ktorej
znajduje sie poszukiwany otwér. Prazy
wyplywie 2z pierwszego otworu czasteczki
wody uzyskuja predkodé pozioma rdwna
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Podobnie zasieg drugiego strumienia
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Poniewaz zgodnie z warunkiem zadania
zasiegi obu strumieni maja by¢ réwne,
otrzymujemy
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co po odpowiednich przeksztalceniach
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i ho = = H. Pierwsze rozwiazanie
odpowiada danemu strumieniowi, drugie
jest szukanym wynikiem.

to przez kolejne iteracje dostajemy nieskonczenie wiele punktéw wymiernych
na krzywej 4> — x® + a = 0. Pozostaje pytanie, czy otrzymamy w ten spos6b
wszystkie punkty wymierne na tej krzywej.

Opisane wyzej metody znajdowania punktéw wymiernych mialy wspdlna

ceche: znajomoéé pewnego punktu wymiernego pozwalata nam wygenerowa¢
inne punkty wymierne na tej krzywej. Okazuje sie, ze metoda wymiernych
nachylefi pozwala znalezé wszystkie punkty wymierne na krzywych (stozkowych)
opisanych wielomianami stopnia drugiego o wspéiczynnikach wymiernych.

W przypadku krzywych eliptycznych (tj. krzywych opisanych przez pewne
wielomiany trzeciego stopnia), do ktérych nalezy nasza krzywa Bacheta

(dla a # 0), sytuacja jest nastepujaca. W 1923 roku Mordell udowodnil, ze o ile
krzywa eliptyczna ma jakié punkt wymierny, to istnieje skoriczona liczba
punktéw wymiernych, z ktérych mozna otrzymaé droga prostych operacji
geometrycznych (kreslenia siecznych i stycznych) wszystkie punkty wymierne na
tej krzywej. Przyktad krzywej wykladniczej e* — y = 0 pokazuje, ze takie metody
nie zawsze dzialaja.

Ta przyroda jest niegtupia...
Krzysztof REJMER

Tak $piewali kiedy$ Starsi Panowie w piosence o wioénie nad Prosna, co zapewne
starsi Czytelnicy Delty doskonale pamietaja. Jednak w przypadku, o ktérym
méwi ten artykul, okreslenie nieglupia nie jest najlepsze, wypadaloby raczej
powiedzie¢ — wyrafinowana.

To bedzie opowiesé¢ o zuczkach. A wlasciwie o zukach lub raczej o jednym
gatunku zyjacym w Ameryce Poludniowe], ktéry jest prawdziwa bestia, cho¢
jego krewni w Europie — mimo ze znacznie mniejsi — nie sa znowu az tak wiele
gorsi. Oto jak pisze o nich klasyk zoologii — Alfred Brehm:

Rodzaj Brachynus, zZyjgcy gromadnie pod nastonecznionymi kamieniamai, znany
jest z tego, ze ciecz z gruczotéw odwlokowych wyrzucana przez te chrzgszcze dla
obrony, eksploduje z trzaskiem w powietrzu, tworzqce obtoczek gazowy, a sama
wydzielina parzy dotkliwie dlonie, zwtaszcza jesli w gre wchodzq wielkie gatunki
tropikalne.

Oznacza to ni mniej ni wiecej, ze bron biologiczna nie jest wynalazkiem
czlowieka, choé na usprawiedliwienie zuka bombardiera (angielska nazwa
bombardier beetle) rzec trzeba, iz uzywa jej wylacznie w celach obronnych.
Zreszta nie tylko on — w przyrodzie takich gatunkéw, na ktérych niejedna
zaba i niejeden ptak sie sparzyly (czasami dostownie!), jest znacznie
wiecej. W przypadku bombardiera potencjalny napastnik musi liczy¢ sie

z mozliwoscia zostania opryskanym goracym, wodnym roztworem chinonu,
a wiec z niebezpieczernistwem poparzenia i podraznienia chemicznego, gdyz
roztwdr chinonu jest zracy. Bombardier potrafi strzela¢ precyzyjnie we
wszystkich kierunkach, powtarzajac swéj manewr seryjnie, do trzydziestu
uderzen w jednej serii, przy czym czas jednego wyladowania nie przekracza
30 ms.

Oczywiécie wiele zwierzat, poczynajac od mréwek, przez gasienice réznych
gatunkéw motyli, pajaki, a konczac na skorpionach i jadowitych wezach,
postuguje sie bronia chemiczna, ale specjalnoscia bombardiera, ktéry obrone
chemiczna opanowal do perfekcji, jest umiejetnosé¢ zgotowania nieprzyjacielowi
prawdziwie goracego przyjecia! W jego ciele znajduje si¢ zbiornik z wodnym
roztworem zawierajacym 25% nadtlenku wodoru HzO5 i 10% hydrochinonu.
Chinon jest zwiazkiem o pierscieniowej budowie i wzorze CgH4O2, natomiast
wzér chemiczny hydrochinonu to CgH4(OH).. Zwiazki te znalazty przemystowe
zastosowanie w fotografii oraz w garbarstwie. W trakcie wyladowania czes¢
roztworu zostaje zmieszana z enzymami, dzieki ktérym zachodza nastepujace
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