Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 290 (WT'=2,91) i 291 (WT=2,16)
#z numeru 1,/2000

Tomasz Wietecha = Tarndw 45,36
Jaroslaw Lazuka — Warszawa 33,58
Andrzej Nowogrodzki - Chociandw 32,24
Aleksander Surma — Myszkdw 31,54
Marek Wdéjecicki —~ Szczecin 28,23
Artur Arciszewski - Kielce 26,43
Grzegorz Milos Mielee 24,40

Siddmym z kolei Weteranem Klubu 44 F
zostal pan Tomasz Wietecha.

Croléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 391 (WT=296) i 392 (WT=1,24)
#z numeru 12/1999

Rafat Pikula -~ Wroctaw 42,57
Jaroslaw Lazuka - Warszawa 41,06
Tomasz Wietecha — Tarndw 30,18
Michal Adamaszek - Kegty 38,77
Jerzy Witkowski - Radlin 38,52
Andrzej Jéiwik - Kielce 37,72

@

Rozwigzanie zadania M 927,

Niech K, L, M, N beda srodkami
krawedzi AB, BC,CD,DA
odpowiednio. Czworokat K LM N jest
réwnoleglobokiem, ktdrego pary bokdow
sa rdéwnolegle do krawedzi AC 1 BD.
Réwnosé KM = LN jest réownowazna
temu, 2e KLMN jest prostokatem, a to
z kolei jest réwnowazne prostopadlogei
krawedzi BD i AC. Stad i z zadania 925
wynika teza.

400. Niech f, g: B — R beda funkcjami spelniajacymi podane warunki. Mamy wiec
réwnania

(1) fa+fd =14
oraz (f'g") = ((fg)")' = f"g", czyli
(2) f”gi’ +ffg” - f”g”;

wiemy ponadto, ze w pewnych punktach pochodna (fg)' (réwna iloczynowi f'g’)
przyjmuje wartosci niezerowe.

Niech J bedzie dowolnym maksymalnym przedzialem, na ktérym f'g’ # 0 (czyli
sktadowq spdjng otwartego niepustego zbioru {z: f'(x)g'(z) # 0}). Rozwazajac
réwnanie (1) na przedziale J, mozemy je podzielié¢ stronami przez niezerowy iloczyn
f'g’, otrzymujac zaleznosé (f/f') + (g/g') = 1; istnieje zatem funkcja h: J — R
majaca ciagla pochodna i taka, ze

3) L= :

F g h, E = % + h  na przedziale J.

Rézniczkujac stronami réwnania (3 — h)f' = f oraz (3 4+ h)g' = g dostajemy zwiazki
(z-mf"=1+H)f, (3+h)g"=(01-h')g na preedziale J.
Mnozymy obie strony réwnania (2) przez (3 — h](% + h), uwzgledniajac powyzsze
zwiazki:
G+MA+M'S+ (G -RA-h)f =(1+h)1-h)fg nal.
Po podzieleniu przez f'g' i wymnozeniu wyrazen w nawiasach otrzymujemy réwnanie
(4) (2h+h')-h" =0 na przedziale J.
Wezmy pod uwage zbiér otwarty U = {z € J: h'(x) # 0}. Jezeli jest on pusty, to
h = const na przedziale J; prawe strony wzoréw (3) sa wielkodciami stalymi, ich suma
wynosi 1, a zadna z nich nie jest zerem (réwnosé f/f' = 0 nie jest mozliwa). Mozemy
wiec oznaczyé te stale przez 1/p oraz 1/q; réwnania (3) przybieraja postaé f' = pf,
g' = qg, i wobec tego
flz) = AeP*, g(z) = Be?™ dla z € J;

() A, B, p, g —stale # 0; %4—;:1.
Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy zbiér U jest niepusty. Niech I bedzie dowolnym
maksymalnym przedzialem zawartym w tym zbiorze (czyli jego spdjna skladowa).
Z réwnania (4) wynika, ze na przedziale I zachodzi réwnosé h' = —2h, wiec

(6) h(z) = 1Ce™* dla z €l

(C - stala; czynnik § wprowadzilismy dla wygody dalszych rachunkéw; C # 0, bo
h' # 0 na I).

Gdyby ktéry$ z koricéw przedzialu I byt liczba «, nalezaca do przedzialu J,
wéwezas z ciaglodci funkeji b’ na J wynikataby réwnosé h'(a) = —Ce™2*; natomiast
z maksymalnoséci przedzialu I (jako skladowej zbioru U) wyniklaby réwnosé h'(a) = 0.
Sprzecznos¢ dowodzi, ze oba korice przedzialu I musza by¢ jednoczednie koncami
przedzialu J; to znaczy, ze I = J, wiec wzdr (6) jest stuszny dla wszystkich = € J.
Réwnania (3) przybieraja postaé
—2= 2z 2

f(o:)=1—Ce o -.C, g(m):e +_C dla z € J

fi(z) 2 2e2® g'(x) 2e2w
Przyjmijmy: ¢(z) = *® — C, ¢(x) = e*" + C. Przepisujac otrzymane réwnania jako
1§ = /¢ oraz g/g' = /¥’ wnosimy, ze

(7) f(z)=A(* -C), g@)=B(E*+C) da zecJ;
A, B, C —stale #0.

Uzyskane w rozwazonych przypadkach wzory (5) i (7) przedstawiaja funkcje f i g na

przedziale .J.

Przypudémy, ze przedzial J nie wypelnia calego zbioru R, a wiec ktorys z jego koncow
jest liczba rzeczywista 8. Powtarzamy wezeséniejsze rozumowanie: z ciaglodei funkeji f/
i ¢ wynika, ze

7(8)d'(8) = {ﬁleBf;‘"'"'”ﬁ dla f, g danych wznram% (5),

e dla f, g danych wzorami (7);

jest to wartosé niezerowa. Natomiast z maksymalnosci przedzialu J jako skladowej
zbioru {z: f'(x)g'(x) # 0} wynika, ze f'(3)g'(3) = 0. Sprzecznoéé dowodzi, ze
J = R. Tak wiec wzory (5) oraz (7) — teraz juz dla & € R — przedstawiaja wszystkie
pary funkeji, o jakie chodzi. Latwo sprawdzic, ze kazda taka para f, g istotnie ma
wymagane wlasnosci.
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