
Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

Siódmym z kolei Weteranem Klubu 44 F

z08tal pan Toma8z Wietecha.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 290 (WT=2,91) i 291 (WT=2,16)

z numeru 1/2000

400. Niech f, g: IR .......• IR beda funkcjami spelniajacymi podane warunki. Mamy wiec
równania

(l) I'g+fg'=l'g'

oraz (f'g')' = ((fg)')' = f"g", czyli

(2) f"g' + I'g" = f"g"j

wiemy ponadto, ze w pewnych punktach pochodna (fg)' (równa iloczynowi f'g')

przyjmuje wartosci niezerowe.

Niech J bedzie dowolnym maksymalnym przedzialem, na którym f' g' :f= O (czyli

skladowa spójna otwartego niepustego zbioru {x: f' (x )g' (x) :f= O}). Rozwazajac

równanie (l) na przedziale J, mozemy je podzielic stronami przez niezerowy iloczyn

f'g', otrzymujac zaleznosc (f/f') + (g/g') = lj istnieje zatem funkcja h: J .......•IR

majaca ciagla pochodna i taka, ze

f l g l .
(3) - = - - h - = - + h na przedzIale J.

f' 2 ' g' 2

Rózniczkujac stronami równania (~ - h)f' = f oraz (~+ h)g' = g dostajemy zwiazki

(~ - h)f" = (l + h')f', (~ + h)g" = (l - h')g' na przedziale J.

Mnozymy obie strony równania (2) przez O - h)O + h), uwzgledniajac powyzsze
zwiazki:

(~+ h)(l + h')f'g' + (~- h)(l- h')g'f' = (l + h')(l- h')f'g' na J.

Po podzieleniu przez f' g' i wymnozeniu wyrazen w nawiasach otrzymujemy równanie

(4) (2h + h') . h' = O na przedziale J.

Wezmy pod uwage zbiór otwarty U = {x E J: h'(x) :f= O}. Jezeli jest on pusty, to

h = const na przedziale Jj prawe strony wzorów (3) sa wielkosciami stalymi, ich suma

wynosi l, a zadna z nich nie jest zerem (równosc f/f' == O nie jest mozliwa). Mozemy

wiec oznaczyc te stale przez l/p oraz l/q; równania (3) przybieraja postac f' = pf,

g' = qg, i wobec tego

{ f(x) = AePx, g(x) = Beax dla x E J;

(5) . l l_A, B, p, q - stale :f= O, - + - - 1.
p q

Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy zbiór U jest niepusty. Niech I bedzie dowolnym

maksymalnym przedzialem zawartym w tym zbiorze (czyli jego spójna skladowa).

Z równania (4) wynika, ze na przedziale I zachodzi równosc h' = -2h, wiec

(6) h(x) = ~Ce-2X dla x E I
(C - stalaj czynnik ~ wprowadzilismy dla wygody dalszych rachunkówj C :f= O, bo
h' :f= O na 1).
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po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 391 (WT=2,96) i 392 (WT=1,24)

z numeru 12/1999
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Rozwiazanie zadania M 927,

iech K, L, /\1, N beda srodkami

krawedzi AB, BC, CD, DA
odpowiednio. Czworokat K LM N jest

równoleglobokiem, którego pary boków

8a równolegle do krawedzj AC i BD.

Równosc KM = LN jest równowazna

temu, ze K L/\I N jest prostokatem, a to

z kolei je.t równowazne prostopadlosci

krawedzi BD i AC. Stad i z zadania 925

wynika t.eza.

Gdyby którys z konców przedzialu I byl liczba a, nalezaca do przedzialu J,

wówczas z ciaglosci funkcji h' na J wynikalaby równosc h' (a) = -Ce-2"'; natomiast

z maksymalnosci przedzialu I (jako skladowej zbioru U) wyniklaby równosc h' (a) = O.

Sprzecznosc dowodzi, ze oba konce przedzialu I musza byc jednoczesnie koncami

przedzialu Jj to znaczy, ze I = J, wiec wzór (6) jest sluszny dla wszystkich x E J.

Równania (3) przybieraja postac

f(x) 1- Ce-2x e2x - C g(x) e2x + C-- ---- --- -- = --- dla x E J
f' (x) 2 2e2x ' g' (x) 2e2x .

Przyjmijmy: rp(x) = e2x - C, 1/;(x) = e2x + C. Przepisujac otrzymane równania jako

f / f' = rp/rp' oraz g/g' = 1/;/1/;' wnosimy, ze

(7) { f(x) = A(e2X - C), g(x) = B(e2X + C) dla x E J;A, B, C - stale :f= O.

Uzyskane w rozwazonych przypadkach wzory (5) i (7) przedstawiaja funkcje f i g na

przedziale J.

Przypuscmy, ze przedzial J nie wypelnia calego zbioru R, a wiec którys z jego konców

jest liczba rzeczywista ;3. Powtarzamy wczesniejsze rozumowanie: z ciaglosci funkcji f'
i g' wynika, ze

f' (;3)g' (;3) = {pqABi(P+a){3 dla f, g danych wzorami (5),4ABe {3 dla f, g danych wzorami (7);

jest to wartosc niezerowa. Natomiast z maksymalnosci przedzialu J jako skladowej

zbioru {x: f'(x)g'(x) :f= O} wynika, ze f'(;3)g'(;3) = O. Sprzecznosc dowodzi, ze

J = R. Tak wiec wzory (5) oraz (7) - teraz juz dla x E R - przedstawiaja wszystkie

pary funkcji, o jakie chodzi. Latwo sprawdzic, ze kazda taka para f, g istotnie ma

wymagane wlasnosci.
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