Prawdopodobienstwo, informacja i zasady nieoznaczono$ci
Iwo BIALYNICKI-BIRULA

Informacja to jedno z kluczowych pojeé obecnej epoki. Celem tego artykutu
jest przedstawienie zasady nieoznaczonosci — jednej z podstawowych zasad

teorii kwantowej — w takiej formie, w ktérej pojecie informacji bedzie odgrywalo
podstawowa role. Tradycyjna postaé tej zasady, pochodzaca od jej odkrywcey
Wernera Heisenberga, dana jest wzorem

(1) AxAp > h.

Tloczyn niepewnoéci polozenia i niepewnoéci pedu nie moze byé mniejszy

od stalej Plancka. Heisenberg wyrazil te zasade w nastepujacy sposéb: ,,Im
dokltadniej okredlone jest polozenie, tym gorzej znany jest ped i na odwrét”.
Wzér przedstawiajacy zasade nieoznaczonosci stal sie znakiem firmowym

teorii kwantowe], podobnie jak réwnanie Einsteina E = mc? stalo sie znakiem
firmowym teorii wzglednosci. W tym artykule pokaze, ze bardziej trafne
sformutowanie tej zasady mozna uzyska¢, przedstawiajac niepewnoéé przy uzyciu
pojecia informacji. Przy tej okazji bedziemy mogli lepiej poznaé istote informacji
i nauczymy sie takze precyzyjnie mierzy¢ jej ilosc.

Rozpoczniemy od spostrzezenia, iz niepewnos¢ i informacja to dwie strony tego
samego medalu. Uzyskujac informacje, likwidujemy niepewnos$é i na odwrét

— tracac informacje, powiekszamy niepewnoéé. Zdobywanie informacji mozna
traktowac jako proces podobny do napelniania woda zbiornika. Naptywajaca
woda (informacja) wypelnia pusta przestrzen zbiornika (niepewnosé). Objetosé
zbiornika mozna mierzy¢ iloscia wody, ktéra mozna w nim zmieécié¢. Mozemy
zatem mierzy¢ niepewnos¢ i informacje ta sama miara — postugujac sie ta sama
jednostka. Jednostka informacji jest bit. Oczywiscie jest to jednostka bardzo
mala i dlatego postugujemy sie zazwyczaj jednostka 8 razy wieksza — bajtem,
ktéra wystepuje na ogél w duzych porcjach w postaci kilobajtéw, megabajtéw,
gigabajtow i terabajtéw. Skad wziely sie te jednostki i jak wiaza sie one

z pomiarem ilodci informacji? Za date narodzin wspélczesnej teorii informacji
przyjmujemy rok 1948, w ktérym amerykanski matematyk i inzynier Claude
Shannon sformutowal matematyczna teorie lacznoéci. W teorii tej podstawowa
role odgrywa stawny wzdér Shannona

(2) H=- p;log,p;,

w ktérym liczby p; oznaczaja prawdopodobienistwa wystapienia zdarzen,

o ktérych wiecej powiem w dalszym ciagu. We wzorze Shannona H oznacza
informacje wyrazona w bitach. Poniewaz prawdopodobienstwo jest zawsze liczba
mniejsza od jednodci, informacja jest wielkoscia nieujemna, logarytm dwéjkowy
liczby mniejszej od 1 jest ujemny.

W celu uzasadnienia swojego wzoru, Shannon postuzyl sie zwigzkiem miedzy
niepewnoscia i informacja. Wyjaénimy ponizej znaczenie wzoru Shannona,
postugujac sie znana wszystkim gra w 20 pytan. Najpierw jednak oméwimy kilka
podstawowych wlasnosci informacji i sposobu jej zapisu. Na to, by informacja
uzyskala konkretna tres¢, zalozymy, ze jest ona zakodowana w ciagu znakéw

o ustalonej dtugosci. W ogélnym przypadku nie musi to byé tekst stowny,
moze to by¢ przekaz muzyczny albo graficzny. Bedziemy zakladaé, ze iloéé
informacji zawarta w takim ciagu znakow jest proporcjonalna do jego dlugodci;
dwa razy grubsza ksiazka zawiera dwa razy wiecej informacji. Postugujac

sie terminologia fizyczna, mozna powiedzieé, ze informacja jest wielkodcia
ekstensywna, proporcjonalna do objetosci nosnika, tak jak energia, masa, czy
entropia. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy najprostszy mozliwy sposéb
zapisu, korzystajacy z alfabetu sktadajacego sie jedynie z dwéch znakéw: 01 1.
Jest to zapis bardzo naturalny dla komputera, ktéry w swej istocie rozumie
tylko taki alfabet binarny. W jezyku komputera slowem jest ciag zer i jedynek
o dlugodci N. Liczba N mierzy owa objeto$¢ noénika. Informacja zawarta

w slowie jest zatem proporcjonalna do N. Uméwimy sie, ze wspélczynnik
proporcjonalnodci w tym zwigzku jest réwny jednoéci, to znaczy, ze

(3) Informacja_H = Ditugosé_ Stowa.
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Rys. 1

Rozwigzanie zadania M 922.
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Sprzecznosé.

Latwo obliczyé¢, ze istnieje 2"V réznych stéw binarnych o diugosci N. Miedzy
dlugoscia stowa 1 liczba mozliwych stéw zachodzi wiec zwiazek

(4) Dtugosé _Stowa = log,(Liczba_ Stow).

Umowa nasza oznacza zatem, ze, kladac we wzorze (3) wspoélczynnik réwny
jednodci, przyjeliSmy jako jednostke pomiaru informacji jeden bit; liczba liter
w binarnym slowie réwna sie liczbie bitow. Jezeli wszystkie slowa sa rownie
prawdopodobne, to prawdopodobienstwo p wystapienia danego slowa wynosi

(5) p = 1/Liczba_ Stow.

Otrzymujemy zatem wynik, iz informacja zawarta w slowie, dla ktérego
prawdopodobienstwo wystapienia wynosi p, jest rowna

(6) H(p) = —log, p.

Zilustruje teraz ten wynik na przykladzie gry w 20 pytan. Wykaze, ze okreslona
w powyzszy sposob miara informacji jest po prostu rowna liczbie pytan, ktore
sa potrzebne do odgadnigcia slowa. Rozwazania te ogranicze na razie tylko

do tej uproszczonej sytuacji, gdy wszystkie stowa sa réwnoprawdopodobne.

Dla ulatwienia obliczenn ponumeruje wszystkie stowa o dlugosci N kolejnymi
liczbami naturalnymi od 1 do 2V i zastosuje nastepujacy sposéb opisu procesu
zgadywania. Mamy przed sobg 2V zakrytych komérek. W jednej z nich znajduje
sie SKARB. Miejsce ukrycia skarbu jest informacja, ktéra chcemy posiasc.
Zmalezienie tego skarbu jest oczywiScie tym samym, z matematycznego punktu
widzenia, co odgadniecie slowa. Dla zlokalizowania skarbu jako pierwsze
zadajemy nastepujace pytanie:

Czy skarb znajduje sie w lewej potowie komorek?

Jezeli odpowiedZ na pierwsze pytanie brzmi TAK, to drugie pytanie bedzie
brzmiato:
Czy skarb znajduje sie w pierwszej ¢wiartce komorek?
Jezeli odpowiedZ na pierwsze pytanie brzmi NIE, to drugie pytanie bedzie
brzmiato:
Czy skarb znajduje sie w trzeciej éwiartce komorek?
Kontynuujac taka strategie, odgadniemy z pewnoécia po dokladnie N pytaniach
miejsce ukrycia skarbu. Niepewnos¢ co do polozenia skarbu, istniejaca na
poczatku, zostaje calkowicie zlikwidowana przy uzyciu N pytan. OdpowiedZ na
kazde pytanie daje nam 1 bit informacji, zmniejszajac takze niepewnos¢ o 1 bit.
Liczba pytan potrzebna do uzyskania pelnej informacji jest réwna niepewnosci,
z jaka przystepujemy do gry. Jest ona jednoczesnie réwna ilosci informacji
uzyskanej po odgadnieciu miejsca ukrycia,
Informacja_H = Liczba_ Pytan.
Proces zgadywania zostal przedstawiony na rysunku 1 w postaci ,,drzewa pytan”
w prostym przypadku, gdy N = 2.

Rzeczywistoséé jest na ogol jednak bardziej zlozona i rzadko do uzyskania
informacji mozemy skorzysta¢ z tak banalnej strategii. Problem doboru
odpowiedniej strategii pojawia sie dlatego, Ze na ogél prawdopodobienstwa
wystepowania roznych konfiguracji nie sa jednakowe. Wytlumacze to na
przykladzie zwyklego jezyka. Gdy, grajac w szubienice, mamy do odgadniecia
slowo zawierajace zestaw liter KU_A, to nie wiemy, czy ma to by¢ KULA,
KUMA, KUNA, KUPA czy KURA. Jezeli, natomiast, spotkamy sie

z zestawem SW_T, to wiemy, ze szukane stowo to SWIT Dzieje si¢ tak
dlatego, iz kombmd{,_]a liter KU_A wystepuje czesto, zestaw za§ SW_T
wystepuje rzadko, prawdopodobienstwo jego wystapienia jest male i informacja
niesiona przez ten zestaw liter, zgodnie ze wzorem (6), jest duza. Znajac
prawdopodobienstwa wystapienia réznych sléw, mozemy znacznie ulepszy¢
strategie ich odgadywania. Tak wlasnie robimy w tradycyjnej grze w 20 pytan.

Zilustruje te nowa strategie znowu na przykladzie poszukiwania skarbu.
Przypusémy, ze jest on ukryty w jednej z czterech komdrek i dodatkowo wiemy,
ze prawdopodobietistwo znalezienia go w pierwszej komoérce jest réwne 1/2,

w drugiej 1/4, w trzeciej i czwartej za$ po 1/8. Nasza pierwotna strategia,
polegajaca na przepolawianiu zbioru komérek, pozwoli na znalezienie skarbu
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zawsze po dwoch pytaniach. Nie jest to jednak strategia optymalna, gdyz nie
wykorzystujemy w niej informacji o prawdopodobieristwach. Skuteczniejsza jest
strategia oparta na nastepujacych pytaniach:

Czy skarb znajduje sie w pierwszej komdrce?

Jezeli odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi TAK, to znamy jego miejsce. Jezeli
odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi NIE, to drugie pytanie bedzie brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w drugiej komdrce?

Jezeli odpowiedZ na drugie pytanie brzmi TAK, to znowu znamy jego miejsce.
Jezeli odpowiedz na drugie pytanie brzmi NIE, to trzecie pytanie bedzie
brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w trzeciej komdrce?
Po trzecim pytaniu znamy juz na pewno polozenie skarbu. Drzewo pytan
w tym przypadku przedstawione jest na rysunku 2. Na pierwszy rzut oka
moze sie wydawac, ze nowa strategia jest gorsza, bo wymaga trzech, zamiast
standardowych dwéch pytan dla czterech komérek. Jezeli jednak skarb jest
w pierwszej komorce, to znajdujemy go juz po pierwszym pytaniu. Ten wlasnie
zysk przewaza nad strata. Mozna to potwierdzi¢, obliczajac érednia liczbe pytan,
wedlug znanego przepisu

Srednia_ Wartosé = Prawdopodobienstwo_1 * Wartosé _1+
+ Prawdopodobienstwo_2 « Wartosé_2 + ...

Srednia liczba pyvtan, obliczona wedlug tego wzoru, dla naszego zadania wynosi

5 . ; ool 1 1 1 7

Srednia_ Liczba_ Pytan = 3 x 1+ 1 * 2+ 5 *3 + 3 *3 = 1 © 2,
Uzyskalismy, dzieki nowej strategii, wynik lepszy od poprzedniego srednio
o 1/4 pytania. Mozna prosto wyjasnié, na czym polegala nasza nowa strategia.
Pytania dobieraliSmy w ten sposéb, zeby prawdopodobienstwa uzyskania
odpowiedzi twierdzacej i przeczacej byly takie same. W podanym przykladzie
udalo sie nam to osiagnac. Przed sformulowaniem ogélnych wnioskow
rozwazymy jeszcze jeden przyklad. Tym razem skarb ukryty jest w jednej
z szesciu komorek z nastepujacymi prawdopodobienstwami:
1 1 anl 2 1 Ry
§} p2_gs PS—gs p4_E? p5_ﬁy p6_1_5
Tutaj wybdr optymalnej strategii nie jest juz oczywisty. W ogélnym przypadku
mozemy jedynie dazy¢ do tego, by réwny podzial prawdopodobienstw uzyskaé
w jak najlepszym przyblizeniu. Jedna z rozsadnych strategii zdefiniowana jest
przez drzewo pytai przedstawione na rysunku 3. Srednia liczba pytan wynosi
w tym przypadku 37/15. Okazuje sie, zZe nie jest to jeszcze strategia optymalna.
Lepszy wynik dostajemy, zadajac pytania wedlug przepisu przedstawionego na
rysunku 4. Mimo iz wydhuzyliémy liste pytan w niektérych przypadkach az do
czterech, érednia liczba pytan wynosi tylko 36/15 = 2.4.

=

Poniewaz liczba pytan okreslala nam ilo$¢ informacji, to sredniq liczbe

pytan mozna utozsamic¢ ze sredniq informacja. W ten sposéb doszlidmy do
uzasadnienia wzoru Shannona. Wystepujaca w tym wzorze suma jest po prostu
érednia informacja, obliczona w ogdlnym przypadku, gdy znane sa wszystkie
prawdopodobienistwa znalezienia skarbu w i-tej komérce. Mozna dowiesé,

ze niepewno$¢ jest najwieksza, gdy wszystkie prawdobodobienstwa sa réwne

1 wynosi wtedy log, N. Natomiast w przypadku, gdy wiemy, w ktérej komoérce
znajduje sie skarb, niepewnosé powinna by¢é réwna zeru. I rzeczywiscie, jezeli
wszystkie prawdopodobiefistwa p;, poza jednym z nich, sa réwne zeru, to H jest
réwne zeru, bo logarytm liczby 1 jest réwny zeru.

Wzor Shannona jest ogromnie wazny w teorii informacji, poniewaz zwiazane
jest z nim fundamentalne twierdzenie matematyczne, zwane twierdzeniem
o bezszumowym kodowaniu. W naszej interpretacji, polegajacej na zadawaniu
pytan, glosi ono, ze
NIE ISTNIEJE STRATEGIA, KTORA SREDNIO DAJE MNIEJSZA
LICZBE PYTAN, NIZ OKRESLA TO WZOR SHANNONA.
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Rozwiazanie zadania M 923.

Niech s bedzie okregiem o najwiekszym
promieniu, S — jego frodkiem, r - jego
promieniem, A A4 A5 kolejnymi
wierzcholtkami lezacymi na s. Zaldzmy,
ze wielokat nie zawiera sie w s.

istnieje wierzcholek A le

zewnatrz s. Mozemy bez straty ogdlnosci
zalozydé, ze Ay lezy po tej samej stronie
prostej AsS co Az i k jest najmniejsze

z mozliwych. Latwo zauwazyd, ze promien
R okreggu s, opisanego na trdjkacie

Aa Az Ay jest wie
Aa,

kolejnymi wierzcholkami, to otreymujemy

2y niz r, a wierzcholki
AT Ay leza w 51, Jedli Az Ay sa

sprzecznost, Zaldzmy wiec, ze nie

33 kolejne. Rozwazmy wszystkie

okregi opisane na trdjkatach Az A; Aj,

3 << i < k. Ich promienie sa nie mniejsze
niz R. Niech ten z nich (s2), ktdry ma
*jszy promien, przechodzi przez

(3 < I < k). Jasne jest, ze wszystkie

wierzcholki As, Ay, ..., A lez:

Jeshi

4341 Ay sa kolejnymi wierzcholbkami,

to otrzymalidmy sprzecznodé. Jedli nie,

to powtarzamy powyzsga procedure w
odniesienin do wierzcholkdw Az, ..., A;
itd. Po skonczenie wielu krokach
otrzymamy trzy kolejne wierzcholki, dla
ktorych okrag przechodzacy przez nie ma
promierl wickszy niz r. Sprzecznosé,

Z twierdzenia tego wynika, ze nie mozna juz dalej poprawié strategii zgadywania
w naszym drugim przykladzie i uzyska¢ wyniku lepszego niz 36/15. Obliczona ze
wzoru Shannona wartos¢ informacji wynosi bowiem w tym przypadku:

g 108a(3)  , logs(5) 210g§£:5/2) 9 , 1082(15)

3 5 15

Gdyby istniala strategia, ktéra daje $rednia liczbe pytan 35/15 (z ogélnego
wzoru na Srednia widaé, ze w tym przypadku srednie sa zawsze
wielokrotnosciami 1/15), to byloby to sprzeczne z twierdzeniem o bezszumowym
kodowaniu, gdyz 35/15 = 2,3333 < 2,3656.

= 2,3656.

Pora teraz na zastosowanie wprowadzonych poje¢ do fizyki kwantowej.
Dokonujac pomiaru nad obiektem fizycznym, postepujemy podobnie, jak
przy poszukiwaniu skarbu: dazymy do uzyskania informacji, czyli do usuniecia
niepewnosci. Dla uproszczenia, rozwazmy czastke poruszajaca sie tylko
w jednym wymiarze, wzdluz osi 2. Podzielmy te o na jednakowe ponumerowane
komoérki o dlugoscei dz. Rozmiar komérki mozemy uwazaé za miare dokladnodci
pomiaru. Im mniejsza komérka, tym dokladniejszy jest pomiar. Oprécz
pomiaréw polozenia bedziemy takze dokonywali pomiaréw pedu czastki p,
w kierunku osi 2. O$ pedu tez podzielimy na jednakowe, ponumerowane komérki
o dlugosci dp, charakteryzujace dokladnoéé pomiaru pedu. Teoria kwantéw
pozwala na obliczenie wszystkich prawdopodobiefistw znalezienia czastki w i-tej
komoérce na osi @ 1 wykrycie jej pedu w j-tej komérce na osi p,.. Na podstawie
tych prawdopodobiefistw mozemy obliczyé niepewnoéé zgodnie ze wzorem
Shannona. Otrzymujemy dwa takie wzory: jeden na niepewnoéé¢ polozenia H,,
a drugi na niepewnos¢ pedu H,. Nie ma zadnego ograniczenia na wartosci tych
dwdch wielkosci rozwazanych z osobna. Kazda z tych dwéch miar niepewnosci
moze by¢ réwna dowolnej rzeczywistej liczbie nieujemnej. Komérek na osi
rzeczywistej jest nieskonczenie wiele i niepewno$é moze byé dowolnie duza. Jezeli
jednak wiemy doktadnie, w ktorej komérce znajduje sie czastka, to niepewnogé
Jjej polozenia redukuje sie do zera. Takie same wlasnoéci ma tez niepewnoéé
pedu,

0< H, < o0, 0 < H, <ooc.

Ograniczenia na niepewnosci polozenia i pedu, wyrazajace zasade
nieoznaczonosci, pojawiaja sie przy jednoczesnym rozwazaniu niepewnosci
polozenia i pedu. Mam tu na mysli taka sytuacje, gdy dokonujemy pomiaru
zaréwno polozenia i pedu na czastce, ktéra jest w tym samym stanie
kwantowym, to znaczy zostala za kazdym razem tak samo przygotowana do
pomiaru. Moze to, na przykltad, oznaczaé, ze uzyte do pomiaru czastki zostaly
wytworzone w akceleratorze pracujacym w trybie ciaglym. Kwantowa zasada
nieoznaczonosci, wyrazona przez wielkoéci H, i H,, glosi, ze suma dla kazdego
stanu kwantowego musi by¢ wieksza niz pewna stata C', bedaca funkcja iloczynu
dzdp wielkoéci komérek da 1 dp charakteryzujacych dokladnoéé pomiaru,

H,+H,>C.

Niestety, nie znamy dokladnej zaleznosci tej stalej od dzdp. Przed pietnastoma
laty udalo mi sie jedynie wyprowadzi¢ wzdér na C, stuszny dla malych wartoéci
dzdp, z ktérego wynika nieréwnoéé

H, + Hp, > logy(eh/2dzdp).

We wzorze tym e oznacza podstawe logarytméw naturalnych, h za$ jest stala
Plancka. 7 nieréwnodci tej widaé¢, ze gdy dokladnoéé pomiaru z i p roénie, czyli
dxz i dp maleja, to prawa strona nieréwnoéci staje sie coraz wieksza, a zatem
suma niepewnosci polozenia i pedu rosnie. Jezeli czastka znajdzie sie w jednej
z komdrek na osi x, to co prawda H, znika, ale nieoznaczonosé w pedzie jest
co najmniej rowna statej C'. Nie mozna wiec jednoczesnie zlokalizowaé czastki
kwantowej w przestrzeni i zredukowaé niepewnoéci pedu do zera. Nie mozna
nigdy uzyska¢ jednoczesnie pelnej informacji o polozeniu czastki i o jej pedzie.
Poshugujac sie pojeciem informacji, mozna wiec nadaé nows forme starej
zasadzie nieoznaczonosci odkrytej przed przeszlo siedemdziesiecioma laty przez
Wernera Heisenberga.
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