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Informacja to jedno z kluczowych pojec obecnej epoki. Celem tego artykulu
jest przedstawienie zasady nieoznaczonosci - jednej z podstawowych zasad
teorii kwantowej - w takiej formie, w której pojecie informacji bedzie odgrywalo
podstawowa role. Tradycyjna postac tej zasady, pochodzaca od jej odkrywcy
Wernera Heisenberga, dana jest wzorem

(l) 6..x6..p ~ h.

Iloczyn niepewnosci polozenia i niepewnosci pedu nie moze byc mniejszy
od stalej Plancka. Heisenberg wyrazil te zasade w nastepujacy sposób: "Im
dokladniej okreslone jest polozenie, tym gorzej znany jest ped i na odwrót" .
Wzór przedstawiajacy zasade nieoznaczonosci stal sie znakiem firmowym
teorii kwantowej, podobnie jak równanie Einsteina E = mc2 stalo sie znakiem
firmowym teorii wzglednosci. W tym artykule pokaze, ze bardziej trafne
sformulowanie tej zasady mozna uzyskac, przedstawiajac niepewnosc przy uzyciu
pojecia informacji. Przy tej okazji bedziemy mogli lepiej poznac istote informacji
i nauczymy sie takze precyzyjnie mierzyc jej ilosc.

Rozpoczniemy od spostrzezenia, iz niepewnosc i informacja to dwie strony tego
samego medalu. Uzyskujac informacje, likwidujemy niepewnosc i na odwrót
- tracac informacje, powiekszamy niepewnosc. Zdobywanie informacji mozna
traktowac jako proces podobny do napelniania woda zbiornika. Naplywajaca
woda (informacja) wypelnia pusta przestrzen zbiornika (niepewnosc). Objetosc
zbiornika mozna mierzyc iloscia wody, która mozna w nim zmiescic. Mozemy
zatem mierzyc niepewnosc i informacje ta sama miara - poslugujac sie ta sama
jednostka· Jednostka informacji jest bit. Oczywiscie jest to jednostka bardzo
mala i dlatego poslugujemy sie zazwyczaj jednostka 8 razy wieksza - bajtem,

która wystepuje na ogól w duzych porcjach w postaci kilobajtów, megabajtów,
gigabajtów i terabajtów. Skad wziely sie te jednostki i jak wiaza sie one
z pomiarem ilosci informacji? Za date narodzin wspólczesnej teorii informacji
przyjmujemy rok 1948, w którym amerykanski matematyk i inzynier Claude
Shannon sformulowal matematyczna teorie lacznosci. W teorii tej podstawowa
role odgrywa slawny wzór Shannona

(2) H = - 2..:>i log2Pi,

w którym liczby Pi oznaczaja prawdopodobienstwa wystapienia zdarzen,
o których wiecej powiem w dalszym ciagu. We wzorze Shannona H oznacza
informacje wyrazona w bitach. Poniewaz prawdopodobienstwo jest zawsze liczba
mniejsza od jednosci, informacja jest wielkoscia nieujemna, logarytm dwójkowy
liczby mniejszej od l jest ujemny.

W celu uzasadnienia swojego wzoru, Shannon posluzyl sie zwiazkiem miedzy
niepewnoscia i informacja. Wyjasnimy ponizej znaczenie wzoru Shannona,
poslugujac sie znana wszystkim gra w 20 pytan. Najpierw jednak omówimy kilka
podstawowych wlasnosci informacji i sposobu jej zapisu. Na to, by informacja
uzyskala konkretna tresc, zalozymy, ze jest ona zakodowana w ciagu znaków
o ustalonej dlugosci. W ogólnym przypadku nie musi to byc tekst slowny,
moze to byc przekaz muzyczny albo graficzny. Bedziemy zakladac, ze ilosc
informacji zawarta w takim ciagu znaków jest proporcjonalna do jego dlugosci;
dwa razy grubsza ksiazka zawiera dwa razy wiecej informacji. Poslugujac
sie terminologia fizyczna, mozna powiedziec, ze informacja jest wielkoscia
ekstensywna, proporcjonalna do objetosci nosnika, tak jak energia, masa, czy
entropia. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy naj prostszy mozliwy sposób
zapisu, korzystajacy z alfabetu skladajacego sie jedynie z dwóch znaków: O i 1.
Jest to zapis bardzo naturalny dla komputera, który w swej istocie rozumie
tylko taki alfabet binarny. W jezyku komputera slowem jest ciag zer i jedynek
o dlugosci N. Liczba N mierzy owa objetosc nosnika. Informacja zawarta
w slowie jest zatem proporcjonalna do N. Umówimy sie, ze wspólczynnik
proporcjonalnosci w tym zwiazku jest równy jednosci, to znaczy, ze

(3) Informacja_H = Dlugosc_Slowa.
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Zalózmy, ze istnieje punkt S wewnatrz
czworokata AIA2A3A4, który nie nalezy
do zadnego kola. Wtedy jednak kazdy
z katów AiSAi+l bylby ostry i suma
tych katów bylaby mniejsza niz 3600.

Sprzecznosc.

Latwo obliczyc, ze istnieje 2N róznych slów binarnych o dlugosci N. Miedzy
dlugoscia slowa i liczba mozliwych slów zachodzi wiec zwiazek

(4) Dlugosc_Slowa = log2(Liczba_Slów).

Umowa nasza oznacza zatem, ze, kladac we wzorze (3) wspólczynnik równy
jednosci, przyjelismy jako jednostke pomiaru informacji jeden bit; liczba liter
w binarnym slowie równa sie liczbie bitów. Jezeli wszystkie slowa sa równie
prawdopodobne, to prawdopodobienstwo p wystapienia danego slowa wynosi

(5) p = 1/Liczba-Slów.

Otrzymujemy zatem wynik, iz informacja zawarta w slowie, dla którego
prawdopodobienstwo wystapienia wynosi p, jest równa

(6) H(p) = -log2P.

Zilustruje teraz ten wynik na przykladzie gry w 20 pytan. Wykaze, ze okreslona
w powyzszy sposób miara informacji jest po prostu równa liczbie pytan, które
sa potrzebne do odgadniecia slowa. Rozwazania te ogranicze na razie tylko
do tej uproszczonej sytuacji, gdy wszystkie slowa sa równoprawdopodobne.
Dla ulatwienia obliczen ponumeruje wszystkie slowa o dlugosci N kolejnymi
liczbami naturalnymi od 1 do 2N i zastosuje nastepujacy sposób opisu procesu
zgadywania. Mamy przed soba 2N zakrytych komórek. W jednej z nich znajduje
sie SKARB. Miejsce ukrycia skarbu jest informacja, która chcemy posiasc.
Znalezienie tego skarbu jest oczywiscie tym samym, z matematycznego punktu
widzenia, co odgadniecie slowa. Dla zlokalizowania skarbu jako pierwsze
zadajemy nastepujace pytanie:

Czy skarb znajduje sie w lewej polowie komórek?

Jezeli odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi TAK, to drugie pytanie bedzie
brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w pierwszej cwiartce komórek?

Jezeli odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi NIE, to drugie pytanie bedzie
brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w trzeciej cwiartce komórek?

Kontynuujac taka strategie, odgadniemy z pewnoscia po dokladnie N pytaniach
miejsce ukrycia skarbu. Niepewnosc co do polozenia skarbu, istniejaca na
poczatku, zostaje calkowicie zlikwidowana przy uzyciu N pytan. Odpowiedz na
kazde pytanie daje nam 1 bit informacji, zmniejszajac takze niepewnosc o 1 bit.
Liczba pytan potrzebna do uzyskania pelnej informacji jest równa niepewnosci,
z jaka przystepujemy do gry. Jest ona jednoczesnie równa ilosci informacji
uzyskanej po odgadnieciu miejsca ukrycia,

Informacja_H = Liczba_Pytan.

Proces zgadywania zostal przedstawiony na rysunku 1 w postaci "drzewa pytan"
w prostym przypadku, gdy N = 2.

Rzeczywistosc jest na ogól jednak bardziej zlozona i rzadko do uzyskania
informacji mozemy skorzystac z tak banalnej strategii. Problem doboru
odpowiedniej strategii pojawia sie dlatego, ze na ogól prawdopodobienstwa
wystepowania róznych konfiguracji nie sa jednakowe. Wytlumacze to na
przykladzie zwyklego jezyka. Gdy, grajac w szubienice, mamy do odgadniecia
slowo zawierajace zestaw liter KU_A, to nie wiemy, czy ma to byc KULA,
KUMA, KUNA, KUPA czy KURA. Jezeli, natomiast, spotkamy sie
z zestawem SW _T, to wiemy, ze szukane slowo to SWIT. Dzieje sie tak
dlatego, iz kombinacja liter KU_A wystepuje czesto, zestaw zas SW _T
wystepuje rzadko, prawdopodobienstwo jego wystapienia jest male i informacja
niesiona przez ten zestaw liter, zgodnie ze wzorem (6), jest duza. Znajac
prawdopodobienstwa wystapienia róznych slów, mozemy znacznie ulepszyc
strategie ich odgadywania. Tak wlasnie robimy w tradycyjnej grze w 20 pytan.

Zilustruje te nowa strategie znowu na przykladzie poszukiwania skarbu.
Przypuscmy, ze jest on ukryty w jednej z czterech komórek i dodatkowo wiemy,
ze prawdopodobienstwo znalezienia go w pierwszej komórce jest równe 1/2,
w drugiej 1/4, w trzeciej i czwartej zas po 1/8. Nasza pierwotna strategia,
polegajaca na przepolawianiu zbioru komórek, pozwoli na znalezienie skarbu
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zawsze po dwóch pytaniach. Nie jest to jednak strategia optymalna, gdyz nie
wykorzystujemy w niej informacji o prawdopodobienstwach. Skuteczniejsza jest
strategia oparta na nastepujacych pytaniach:

Czy skarb znajduje sie w pierwszej komórce '?

Jezeli odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi TAK, to znamy jego miejsce. Jezeli
odpowiedz na pierwsze pytanie brzmi NIE, to drugie pytanie bedzie brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w drugiej komórce '?

Jezeli odpowiedz na drugie pytanie brzmi TAK, to znowu znamy jego miejsce.
Jezeli odpowiedz na drugie pytanie brzmi NIE, to trzecie pytanie bedzie
brzmialo:

Czy skarb znajduje sie w trzeciej komórce '?

Po trzecim pytaniu znamy juz na pewno polozenie skarbu. Drzewo pytan
w tym przypadku przedstawione jest na rysunku 2. Na pierwszy rzut oka
moze sie wydawac, ze nowa strategia jest gorsza, bo wymaga trzech, zamiast
standardowych dwóch pytan dla czterech komórek. Jezeli jednak skarb jest
w pierwszej komórce, to znajdujemy go juz po pierwszym pytaniu. Ten wlasnie
zysk przewaza nad strata. Mozna to potwierdzic, obliczajac srednia liczbe pytan,
wedlug znanego przepisu

Srednia_ Wartosc = Prawdopodobienstwo_1 * Wartosc_1+

+ Prawdopodobienstwo_2 * Wartosc_2 + ...

Srednia liczba pytan, obliczona wedlug tego wzoru, dla naszego zadania wynosi
, /1 1 1 1 7

Srednia_Liczba_Pytan = - * 1 + - * 2 + - * 3 + - * 3 = - < 2.
2 4 8 8 4

Uzyskalismy, dzieki nowej strategii, wynik lepszy od poprzedniego srednio

o 1/4 pytania. Mozna prosto wyjasnic, na czym polegala nasza nowa strategia.
Pytania dobieralismy w ten sposób, zeby prawdopodobienstwa uzyskania
odpowiedzi twierdzacej i przeczacej byly takie same. W podanym przykladzie
udalo sie nam to osiagnac. Przed sformulowaniem ogólnych wniosków
rozwazymy jeszcze jeden przyklad. Tym razem skarb ukryty jest w jednej
z szesciu komórek z nastepujacymi prawdopodobienstwami:

1 1 1 2 1 1

Pl = 3' P2 = 6' P3 = 6' P4 = 15' P5 = 15' P6 = 15'

Tutaj wybór optymalnej strategii nie jest juz oczywisty. W ogólnym przypadku
mozemy jedynie dazyc do tego, by równy podzial prawdopodobienstw uzyskac
w jak najlepszym przyblizeniu. Jedna z rozsadnych strategii zdefiniowana jest
przez drzewo pytan przedstawione na rysunku 3. Srednia liczba pytan wynosi
w tym przypadku 37/15. Okazuje sie, ze nie jest to jeszcze strategia optymalna.
Lepszy wynik dostajemy, zadajac pytania wedlug przepisu przedstawionego na
rysunku 4. Mimo iz wydluzylismy liste pytan w niektórych przypadkach az do
czterech, srednia liczba pytan wynosi tylko 36/15 = 2,4.

Poniewaz liczba pytan okreslala nam ilosc informacji, to srednia liczbe
pytan mozna utozsamic ze srednia informacja. W ten sposób doszlismy do
uzasadnienia wzoru Shannona. Wystepujaca w tym wzorze suma jest po prostu
srednia informacja, obliczona w ogólnym przypadku, gdy znane sa wszystkie
prawdopodobienstwa znalezienia skarbu w i-tej komórce. Mozna dowiesc,
ze niepewnosc jest najwieksza, gdy wszystkie prawdobodobienstwa sa równe
i wynosi wtedy log2 N. Natomiast w przypadku, gdy wiemy, w której komórce
znajduje sie skarb, niepewnosc. powinna byc równa zeru. I rzeczywiscie, jezeli
wszystkie prawdopodobienstwa Pi, poza jednym z nich, sa równe zeru, to H jest
równe zeru, bo logarytm liczby 1 jest równy zeru.

Wzór Shannona jest ogromnie wazny w teorii informacji, poniewaz zwiazane
jest z nim fundamentalne twierdzenie matematyczne, zwane twierdzeniem
o bezszumowym kodowaniu. W naszej interpretacji, polegajacej na zadawaniu
pytan, glosi ono, ze

NIE ISTNIEJE STRATEGIA, KTÓRA SREDNIO DAJE MNIEJSZA

LICZBE PYTAN, NIZ OKRESLA TO WZÓR SHANNONA.
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Niech s bedzie okregiem o najwiekszym
promieniu, S jego srodkien1, r - jego
promieniem, AIA2A3 kolejnymi
wierzcholkami lezacYlui na s. Zalózmy,
ze wielokat nie zawiera sie w s. Wtedy
istnieje wierzcholek Ak lezacy na
zewnatrz s. Mozelny bez straty ogólnosci
zalozyc. ze Ak' lezy po tej samej stronie
prostej A2 S co A3 i k jest najmniejsze
z lllozliwych. Latwo zauwazyc, ze prolTlien
R okregu 8, opisanego na trójkacie
A2A3Ak jest wiekszy niz r. a wierzcholki
A2. A3.···· Ak leza w 8,. Jesli A3Ak sa
kolejnyuli wierzcholkanl}, to otrzymujemy
sprzecznosc. ZalózulY wiec, ze nie
sa kolejne. Rozwazmy wszystkie
okregi opisane na trójkatach A3AiAk,

3 < i < k. Ich promienie sa nie mniejsze
niz R. Niech ten z nich (82). który ma
najlnniejszy pro111iell, przechodzi przez
Al (3 < l < k). Jasne jest. ze wszystkie
wierzcholki A3. A4 •.... Ak leza w 82.

Jesli A3Al Ak sa kolejnymi wierzcholkami.
to otrzynlalismy sprzecznosc. Jesli nie,
to powtarzalny powyzsza procedure w

odniesieniu do wierzcholków A3 ..... Al
itd. Po skonczenie wielu krokach

otrzymamy trzy kolejne wierzcholki, dla
których okrag przechodzacy przez nie ma
promieli wi«kszy niz r. Sprzecznosc.

Z twierdzenia tego wynika, ze nie mozna juz dalej poprawic strategii zgadywania
w naszym drugim przykladzie i uzyskac wyniku lepszego niz 36/15. Obliczona ze
wzoru Shannona wartosc informacji wynosi bowiem w tym przypadku:

H = log2(3) 2 * log2(5) 2log2(15/2) 2 * log2(15) = 2 3656.
3 + 5 + H + H ,

Gdyby istniala strategia, która daje srednia liczbe pytan 35/15 (z ogólnego
wzoru na srednia widac, ze w tym przypadku srednie sa zawsze
wielokrotnosciami 1/15), to byloby to sprzeczne z twierdzeniem o bezszumowym
kodowaniu, gdyz 35/15 = 2,3333 < 2,3656.

Pora teraz na zastosowanie wprowadzonych pojec do fizyki kwantowej.
Dokonujac pomiaru nad obiektem fizycznym, postepujemy podobnie, jak
przy poszukiwaniu skarbu: dazymy do uzyskania informacji, czyli do usuniecia
niepewnosci. Dla uproszczenia, rozwazmy czastke poruszajaca sie tylko
w jednym wymiarze, wzdluz osi x. Podzielmy te os na jednakowe ponumerowane
komórki o dlugosci dx. Rozmiar komórki mozemy uwazac za miare dokladnosci
pomiaru. Im mniejsza komórka, tym dokladniejszy jest pomiar. Oprócz
pomiarów polozenia bedziemy takze dokonywali pomiarów pedu czastki Px

w kierunku osi x. Os pedu tez podzielimy na jednakowe, ponumerowane komórki
o dlugosci dp, charakteryzujace dokladnosc pomiaru pedu. Teoria kwantów
pozwala na obliczenie wszystkich prawdopodobienstw znalezienia czastki w i-tej
komórce na osi x i wykrycie jej pedu w j-tej komórce na osi Px. Na podstawie
tych prawdopodobienstw mozemy obliczyc niepewnosc zgodnie ze wzorem
Shannona. Otrzymujemy dwa takie wzory: jeden na niepewnosc polozenia Hx,

a drugi na niepewnosc pedu Hp. Nie ma zadnego ograniczenia na wartosci tych
dwóch wielkosci rozwazanych z osobna. Kazda z tych dwóch miar niepewnosci
moze byc równa dowolnej rzeczywistej liczbie nieujemnej. Komórek na osi
rzeczywistej jest nieskonczenie wiele i niepewnosc moze byc dowolnie duza. Jezeli
jednak wiemy dokladnie, w której komórce znajduje sie czastka, to niepewnosc
jej polozenia redukuje sie do zera. Takie same wlasnosci ma tez niepewnosc
pedu,

o ::; Hx < 00, O ::; Hp < 00.

Ograniczenia na niepewnosci polozenia i pedu, wyrazajace zasade
nieoznaczonosci, pojawiaja sie przy jednoczesnym rozwazaniu niepewnosci
polozenia i pedu. Mam tu na mysli taka sytuacje, gdy dokonujemy pomiaru
zarówno polozenia i pedu na czastce, która jest w tym samym stanie
kwantowym, to znaczy zostala za kazdym razem tak samo przygotowana do
pomiaru. Moze to, na przyklad, oznaczac, ze uzyte do pomiaru czastki zostaly
wytworzone w akceleratorze pracujacym w trybie ciaglym. Kwantowa zasada
nieoznaczonosci, wyrazona przez wielkosci Hx i Hp, glosi, ze suma dla kazdego
stanu kwantowego musi byc wieksza niz pewna stala C, bedaca funkcja iloczynu
dxdp wielkosci komórek dx i dp charakteryzujacych dokladnosc pomiaru,

Hx +Hp > C.

Niestety, nie znamy dokladnej zaleznosci tej stalej od dxdp. Przed pietnastoma
laty udalo mi sie jedynie wyprowadzic wzór na C, sluszny dla malych wartosci
dxdp, z którego wynika nierównosc

Hx + Hp > log2(eh/2dxdp).

We wzorze tym e oznacza podstawe logarytmów naturalnych, h zas jest stala
Plancka. Z nierównosci tej widac, ze gdy dokladnosc pomiaru x i p rosnie, czyli
dx i dp maleja, to prawa strona nierównosci staje sie coraz wieksza, a zatem
suma niepewnosci polozenia i pedu rosnie. Jezeli czastka znajdzie sie w jednej
z komórek na osi x, to co prawda Hx znika, ale nieoznaczonosc w pedzie jest
co najmniej równa stalej C. Nie mozna wiec jednoczesnie zlokalizowac czastki
kwantowej w przestrzeni i zredukowac niepewnosci pedu do zera. Nie mozna
nigdy uzyskac jednoczesnie pelnej informacji o polozeniu czastki i o jej pedzie.
Poslugujac sie pojeciem informacji, mozna wiec nadac nowa forme starej
zasadzie nieoznaczonosci odkrytej przed przeszlo siedemdziesiecioma laty przez
Wernera Heisenberga.
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