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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyla¢ rozwiazania zadari z numeru n w terminie do kofica miesiaca n + 2. Szkice
rozgwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadari z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlczynnik trudnoéei danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb,

ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2000

Przypominamy tresé zadan:

294. Odlegloéé ,tloka” od osi kola jest dana wzorem
z=rcosa+ 12 —r2sinq,

gdzie a jest katem obrotu kola (rys.). Rézniczkujac
wyrazimy predkoéé v ,tloka” przez predkosé katowa kota
w = da/dt:

( ; rsin o cos a )
U= —wr| sina + ——————

12 — r2sin’ a
Oznaczmy wyrazenie w nawiasie przez f(a); oprécz kata a
funkcja ta zalezy takze od stosunku l/r. Zgodnie z zasada
zachowania energii wielko$¢ Tw? + mv? = W?[I + mr? f%(a))
pozostaje stala w czasie ruchu ukladu, a poniewaz
minimalna wartoécia funkeji f jest 0 (dla a = 0), wiec

2 2 2 02
wmaxI = L"'1mirl“r +mr fma)r.)'

Wartos$é fmax mozna wyznaczy¢ prawdopodobnie tylko
numerycznie — dla I/r = 2 wynosi ona fimax = 1,123.
Podstawiajac ja do powyzszego réwnania, otrzymujemy
rozwiazanie.

* * *

* Miesiac gwiazdowy (czas obiegu Ksiezyca wokét Ziemi)
wynosi G = 27,321 661 dni, a miesiac synodyczny (odstep
czasu miedzy kolejnymi np. nowiami) S = 29,530 589 dni.
Czy te liczby sa nam przez przyrode dane przypadkowo?
Ot6z sa one zalezne. Mianowicie 360° /G to predkosé
katowa Ksiezyca w ukladzie inercjalnym, 360°/S to
jego predkosé¢ w ukladzie obracajacym sie w takim
tempie, w jakim Sltorice (pozornie) obiega Ziemie w ciagu
roku gwiazdowego, a wiec z predkoscia 360° /R, gdzie
R = 365,256 362 dni. A predkosci katowe tez sie dodaja
i odejmuja, dlatego
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294. Cialo o masie m (,tlok”) moze sie porusza¢ wzdluz linii prostej i jest polaczone
przegubowo za pogrednictwem niewazkiego preta z kolem zamachowym o momencie
bezwladnosci T (rys.). Dane sa: dlugoéé preta | oraz odlegloéé r punktu jego
zamocowania na kole zamachowym od osi tego kola. ,Tlok” i kolo poruszaja sie

bez tarcia. Jedli maksymalna predkosé katowa kola jest rdwna wjy, to ile wynosi jego
minimalna predko$é katowa wa? Obliczenia wykonaé dla I = 2r.

295. Mikroskop tworzy obraz powiekszony 300-krotnie w odleglodci dobrego widzenia
(25 cm) od oka obserwatora. Jaka powinna by¢ dokladnosé ustawie

ia mikroskopu

wzgledem przedmiotu, jeéli odlegloéé obrazu od oka ma nie réznié€ sie od podanej
wartodci 25 cm wiecej niz o 5 cm?

| 1
295. Rézniczkujac réwnanie soczewkowe — + — = =

dy
T
przesuniecia obrazu do przesuniecia przedmiotu) jest réwny
kwadratowi powiekszenia p soczewki. Tak jest zaréwno dla
obiektywu (1), jak i dla okularu (2):

dyi| _ 2 |dy2

¥ | = P1, el

d:rl d-l"a
Poniewaz przedmiotem dla okularu jest obraz wytworzony
przez obiektyw, wiec |dy1| = |dz2|, a stad

?

otrzymujemy

= , czyli iloraz dy/dz (stosunek
T

2
= P2-

d‘yg

o 2
e (p1p2)”,

gdzie p1p2 jest danym calkowitym powigkszeniem. Jesli
przyjmiemy, ze przesuniecia sa dostatecznie male, aby
stuszne byly obliczenia oparte na rachunku rézniczkowym,
to kladac |dyz| = 5 cm, otrzymujemy |dz;| =~ 0,6 m.

* * *x

% Liczby blizniacze to liczby pierwsze rézniace sie

0 2. W 1998 roku rekordowo wielka taka pare tworzyly
242206 083 - 2°##80 + 1. Do dzi$ nie wiadomo, czy istnieja
najwieksze liczby blizniacze, czy tez jest takich par
nieskonczenie wiele. Nietrudno natomiast przekona¢ sie,

ze ,trojaczkéw” wérdd liczb pierwszych (czyli takich
trzech, ktére kolejno réznia sie o 2) jest skoiiczenie wiele,
a dokladniej 1. Dlatego trojaczkami nazywa sie tréjki liczb
postaci p, p + 2, p + 6 oraz postaci p, p + 4, p + 6; prosze
wskazaé kilka przykladow.

#* Kazda liczba catkowita nieujemna moze by¢ liczba

osi symetrii figury plaskiej. Dla figur przestrzennych
liczbami ich osi moga byé tylko 0, nieskoiiczonoéé i liczby
nieparzyste.



® Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2000
— Przypominamy tre$é zadan:
r—
. 397. Wielomian P(z) o wspoélczynnikach rzeczywistych przyjmuje wartodci dodatnie dla wszystkich

x > 0. Udowodnié, ze dla pewnej liczby naturalnej n wielomian Q(z) = (1 + )" P(z) ma wszystkie
wspdlezynniki nieujemne.

398. Dla kazdej liczby calkowitej n > 1 wyznaczyé najwicksza liczbe calkowita, nie przekraczajaca
1

T

397. Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy P(z) jest tréjmianem kwadratowym
bez pierwiastkéw rzeczywistych: P(z) = #* — px + ¢, p* < 4q. Dla kazdej liczby
naturalnej n mamy wéwczas

n 42

Czoldwka ligi zadaniowej T k 2 i
Klub 44 M (1+x)"P(z) = (Z(A)I )(ﬂ? —-pr+q) = Zc(n,k)x )
po uwzglednieniu ocen rozwigzan k=0 k=0
zadaii 389 (WT=2,37) i 390 (WT=1,91) gdzie
2z numeru 11/1999
Andrzej Daniluk - Krakéw 45,55 e(n, k) = L ) —p( n ) - q(n)
Rafal Pikula - Wroclaw 41,33 ! k—2 k-1 k
Jarostaw Eazuka —~ Warszawa 39,82
e D :2::‘5‘“‘ i (przyjmujemy (;‘] =0dla j < 0 oraz dla j > n). Wykazemy, ze dla dostatecznie
Jerzy Witkowski -~ Radlin 34,62 duzych n wspélczynniki e(n, k) (k=0,1,...,n+2) sa nieujemne.
ps;“ Dk‘_’“““;éIz";taf::;‘:“"i‘?édmsmym Dla k=0, k=1, k=n+1, k=n+2 wyrazenie ¢(n, k) przyjmuje odpowiednio
S : wartosci q, qn—p, n—p, 1; sa to liczby nieujemne dla duzych n. Gdy zas
k=2.13,...,n, wowczas
n! 2 a :
1 cn k)= ———— - [AR" — (Bn+ C)k + g(n” + 3n + 2)],
M (n,K) = gy AR — (Bt Ok + o )

gdzie A=1+p+q, B=p+2q, C =1+ 2p+ 3q. Przeksztalcamy wyrazenie
w nawiasie kwadratowym do postaci

2
2) A(k - %) +an? + B+,
gdzie
B? 2BC c?
ety PEReTgpe TSNS

Liczby A =14 p+q= P(=1) oraz o = (4q — p°)/4A sa dodatnie. Jedli zatem n jest
dostatecznie duza liczba naturalna, to wartosé wyrazenia (2) (wiec i (1)) jest dodatnia
dla k= 2,3,...,n. To dowodzi tezy w rozwazanym przypadku (P(z) = 2° — px + q).

W przypadku ogdluym rozkladamy wielomian P na iloczyn czynnikéw stopnia

nie wiekszego niz 2. Czynniki liniowe maja wspélezynniki dodatnie (bo wszystkie
pierwiastki rzeczywiste wielomianu P sa ujemne). Natomiast kazdy czynnik bedacy
nierozkladalnym tréjmianem kwadratowym mozna pomnozy¢ przez pewien czynnik
postaci (1 + x)™, otrzymujac — na mocy rozwazonego wczesniej przypadku — wielomian
o wspolezynnikach nieujemnych. Zatem mnozac wielomian P przez iloczyn wszystkich
tych czynnikéw (1 + )™ (odpowiadajacych wszystkim kwadratowym czynnikom
rozkltadu P) otrzymujemy iloczyn wielomianéw o wspélczynnikach nieujemnych.

Taki iloczyn tez jest oczywiscie wielomianem o wspélezynnikach nieujemnych; jest to
szukany wielomian @). Stad teza zadania w przypadku ogélnym.

racssiit e RSN “\i!!!““-ﬁ :

13" | n+1 s
398. Ciagi o wyrazach a, = (1 -+ —) oraz b, = (1 - E) sa zbiezne do wspdlnej
n

granicy e. Wiadomo, ze pierwszy z nich jest rosnacy, a drugi malejacy. Zatem dla n > 2

Czoléwla ligi zadaniowej zachodzi nieréwnoéé a, < e < by,_1, czyli

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan | L % <1+ 1 :
zadafi 288 (WT=2,46) i 289 (WT=3,91) n n—1
@ numeru 12/1989 lub réwnowagznie:
Tomasz Wietecha — Tarndw 43,32
Aleksander Surma - Myszkdw 31,256
Ja:osiaw Lazuka = W::'tr-‘szi(t“'a 28,51 n—1 < % -1 <R
Artur Arciszewski - Kielce 26,43
E’I:Z‘::O::‘ﬁrf;i}if & ﬁ:“:;:‘“ g‘:g: To znaczy, ze dla n > 2 najwieksza liczba catkowita, nie przekraczajaca odwrotnosci
Tomasz Rudny Warszawa 20,86 réinicy Vé . 1, jest rljwlla. n—1 ‘(Wyl‘llk prawidlowy ta,kie dla n = 1)
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