limating

n— 0

| 537/00 (31)

O liczbie m (1)

7 okazji T-limatiasu numer [107] = [7°] zamieszczonego
w Delcie [1007] male co nieco o liczbie 7.

Raz w maju, w druga niedziele,

Pi liczyl cyfry pan Felek.

Pomnozyl, wysumowal,

Cyferki zanotowal,

Ale ma ich niewiele.
Wierszyki pozwalajace zapamigta¢ poczatkowe cyfry
rozwiniecia liczby 7 najlatwiej pisaé, gdy uzywa sie ukladu
dziesiatkowego. W takich wierszykach cyfry liczby m sa
reprezentowane przez liczby liter w kolejnych wyrazach,
s T 3 | cho¢ pewien problem pojawia sie z zerem.
o 10 | Jednak w uktadzie dziesiatkowym zero

10 |32 | pojawia sie w rozwinieciu 7 dopiero na

11 | 5 | 32-gim miejscu po przecinku. W ukladach

12 | 5 | o podstawie mniejszej niz 8 jest wprost fatalnie
13 | 5 |- zero pojawia si¢ juz na pierwszym miejscu

14 | 19 | po przecinku. Dalej jest lepiej, ale uklad

15 | 16 | dziesiatkowy jest bezkonkurencyjny wéréd
16 | 13 | ykladéw o podstawie nie przekraczajacej 16.

Liczba m w ukladzie dwdjkowym

Liczba m zapisana w ukladzie dwéjkowysn ma przed
przecinkiem dwie jedynki, ale po przecinku zdecydowanie
woli zera. Jak zmierzy¢ te preferencje? Najodpowiedniejsza

n [d(n) | wydaje sie funkcja d(n) = z(n) — j(n), gdzie
16 0 | z(n) jest liczba zer wéréd poczatkowych

18 0 | n cyfr po przecinku rozwinigcia dwojkowego
19 | -1 | liczby m, a j(n) jest liczba jedynek. Jesli d
20 0 | jest dodatnia, to znaczy, ze zer jest wigcej niz
21 | =1 | jedynek.

22 0

23 | —1 | Obliczajac wartosci d(n) dla poczatkowych
24 0 | liczb naturalnych n stwierdzamy, ze

25 | =1 | z nielicznymi wyjatkami przedstawionymi

26 0 | obok przyjmuje ona wartosci dodatnie.

Sprawdzajac poczatkowych 100 cyfr stwierdzamy, ze az 60
z nich to zera. 60% zer wéréd 100 cyfr to duzo. Mamy przy
tym d(100) = 20.

Oczekiwaé nalezy, ze odsetek zer bedzie zblizaé¢ sie do 50
wraz ze wzrostem liczby cyfr, ktérym sie przygladamy.
Bierzemy wiec 200 cyfr. Zer jest 61%. Przy tym

d(200) = 44, wiec d oddala si¢ od zera.

Przy 300 cyfrach odsetek zer spada wprawdzie do 58, 33%,
ale d(300) = 50.

Po osiagnieciu rekordowej wartosci d(310) = 58 nastepuje
spadek do d(782) = 6. Odsetek zer jest wtedy na poziomie
50, 38%.

I to by bylo na tyle, mozna powiedzie¢. Liczby zer

i jedynek prawie sie wyréwnaly, przedstawienie skoiiczone.
No to jeszcze zostanmy na chwile i zobaczmy jak d spada
ponizej zera.

Bierzemy 1000 cyfr. Stwierdzamy, ze d(1000} = 24, co oznacza 51,2%
Zer.

Idziemy do 2000 cyfr. Po drodze spotykamy najmniejsze wartosci
d(1143) = d(1149) = d(1181) = 9, by skoiiczy¢ na rekordowym
d(2000) = 68, ktére oznacza 51,7% =zer. Widad, ze jednak m lubi te
zera, o] lubi.

Wedrujemy dalej az do 3000 cyfr. Stwierdzamy, ze d(3000) = 92, co
daje 51,53% zer. Po drodze stwierdzamy, Ze d nie spada ponizej 43

i odnotowujemy rekord d(2979) = d(2987) = 99.

Dojécie do 4000 cyfr niewiele zmienia. Mamy bowiem d(4000) = 102,
co éwiadezy o 51,275% zer. Po drodze odsetek zer nie spada nigdy
ponizej 51,13%, a d ponizej 85. Rekordowa wartosé d wynoszaca 110
przyjmowana jest szesciokrotnie.

Przegladamy piaty tysiac cyfr. Nowy rekord d(4083) = 115

z odsetkiem zer powyzej 51,4%, a potem spadek do d(5000) = 82

z 50,82% zer. Po drodze minimum d(4946) = T0.

Ale wszystko ma swéj koniec. Znajdujemy bowiem d(6374) = 0 oraz
d(6375) = —1. A potem d(6628) = —18.

Przegladajac 100000 cyfr stwiedzamy, ze rekord d(4083) = 115 nie
zostaje pobity, podczas gdy d(85915) = —405. Przy tym d(58734) = 0
jest ostatnia nienjemna wartoscia.

Najgorsze przyblizenia liczby = (2)

Logarytm. Wykorzystujemy rozwiniecie zespolonej funkcji
logarytmicznej w szereg potegowy:

o zn‘(_l)n+l 2 S8 .
g 1 1 = 2 A T = e

(3.14) log(1+=2) Zl = il

Powyzszy wzér jest prawdziwy dla wszystkich liczb

zespolonych z # 1 takich, ze |z| < 1.

Czytelnikowi niezaznajomionemu z teoria funkeji
zespolonych w zupelnoéci wystarczy ogélna znajomosé liczb
zespolonych oraz wzdr

logz=1In|z|+ Argz-i,
gdzie Arg z jest argumentem liczby zespolonej z.

Kladac z = — 3 + %é we wzorze (3.14) otrzymujemy

log(1 + z) = log (% - —2@3) = %z’ ;

skad

ﬂ=3iz n

n=1 n=1

Liczba 7 (rzeczywista !) jest wyrazona za pomoca szeregu
o wyrazach zespolonych.

Uwzglednienie 10 wyrazéw powyzszego szeregu daje
przyblizenie
10233 4734
560 1680
Czeéé rzeczywista liczby 7 jest przyblizona nie najgorzej,
blad jest mniejszy od 0,03. Trochg pozostawia do Zyczenia
przyblizenie czeéci urojone;j.

~ 3,16409 — 0,28155¢ .

Przy uwzglednieniu 1000 wyrazéw otrzymujemy
przyblizenie 7 & 3,1415952 — 0,0029985¢ zgodne z dokladnag
wartoécia 7 do piatego miejsca po przecinku. Ale tylko
w zakresie czedci rzeczywistej, bo urojona czesc liczby m
rézni sie juz na trzecim miejscu. Dodanie 1001-szego
wyrazu poprawia przyblizenie czedci urojonej, ale czedc
rzeczywista jest o wiele mniej imponujaca, gdyz dostajemy
m = 3,138999768 — 0,001499994:.

JWR
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