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Rozwigzanie zadania M 924.

Tak, np. taka jak przedstawiona na
rysunku, gdzie czworokat ABCD jest
kwadratem, a promien kola, z ktorego
wycinamy figure jest réwny 1. To,

#e dwoma egzemplarzami tej figury
mozna pokryé kolo o promieniu 1 jest
jasne. Dowdd tego, ze figura ta nie da
sig¢ pokryé¢ pdélkela o promieniu 1 opiera
sie na tym, ze koiice Srednicy pdélkola

musialyby byé pokryte punktami figury,

bedacymi koricami drednicy kota, z
ktérego wycinamy figure.
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Algorytmy i zlozonos$é obliczeniowa
Damian NIWINSKI

Kazdy adept matematyki zna momenty olénienia rozwiazaniem trudnego
problemu. Co to jednak znaczy, ze problem byl trudny? Zapewne nie bez
znaczenia jest wiedza adepta: problem trudny dla ucznia, na przyklad
obliczenie dlugosci elipsy, moze nie by¢ takim dla studenta matematyki,
dostrzegajacego go jako przypadek szerszego zagadnienia, dla ktérego zna
metode rozwiagzywania. Podobnie, matematyk uzbrojony w teorie grup

(a najlepiej takze w komputer) moze potraktowaé jako rutynowe kolorowe
zagadki Rubika. Metode rozwiazywania zagadnieri matematycznych, jaka da
si¢ zastosowa¢ w wielu (zwykle nieskoriczenie wielu) przypadkach, nazywamy
algorytmem. Algorytmy sa, by¢ moze, najbardziej widomym rezultatem
dzialalnoéci matematykéw: fizycy, inzynierowie, ekonomiséci oczekuja od
matematyki przede wszystkim metod, ktére w powtarzalnych sytuacjach
pozwola im oblicza¢ potrzebne wielkosci (ktére, oczywiscie, moga byé nie tylko
liczbami). Nie trzeba dodawac, ze mozliwo$¢ automatyzacji obliczen za pomoca
komputera niepomiernie zwiekszylta zainteresowanie algorytmami.

Czy zawsze, dla sensownie postawionego problemu, mozna dobraé stosowna,
metode algorytmiczna lub choéby mieé¢ nadzieje, ze kiedy$ taka metoda zostanie
znaleziona? OdpowiedZ jest negatywna, co zilustrujemy historia tzw. dziesiatego
problemu Hilberta.

W 1900 r. David Hilbert przedstawil Miedzynarodowemu Kongresowi
Matematykéw w Paryzu liste 23 najwazniejszych zagadnien, jakie, jego zdaniem,
wiek dziewietnasty pozostawil dwudziestemu do rozwiazania. Problem dziesiaty
dotyczyl znalezienia metody, ktéra dla danego réwnania diofantycznego

(tj. réwnania algebraicznego z wieloma niewiadomymi, o wspélczynnikach
wymiernych) rozstrzygataby, czy istnieje rozwiazanie w liczbach catkowitych.
Oczywiscie, jeéli takie rozwigzanie istnieje, to zawsze w koficu mozna je

znalez¢ metoda kolejnych préb; z drugiej strony dla wielu poszczegélnych
réwnan istnieja dowody braku calkowitych rozwiazan. Jednak, jak dowiédl

w 1970 r. rosyjski matematyk, Jurij Matijasiewicz (wéwczas 24-letni), nie istnieje
algorytm, ktéry, przyjmujac jako dana réwnanie diofantyczne, odpowiadaltby

w skoriczonym czasie na interesujace nas pytanie. Zauwazmy, ze juz samo
sformulowanie tego rezultatu wymagalto Scistego okreslenia pojecia algorytmu.
Czytelnicy III czedci artykulu W. Marka i J. Mycielskiego (Delta 1,/2000)
pamietaja, ze dokonalo sie to w latach trzydziestych naszego wieku za sprawa
logikéw: Godla, Turinga, Posta, Churcha i Kleenego; wtedy tez opisano pierwsze
problemy algorytmicznie nierozstrzygalne, tj. nierozwiazywalne przez zaden
algorytm.

Problemy nierozstrzygalne nie sa jakas rzadka anomalia w §wiecie matematyki;
z grubsza méwiac, nierozstrzygalnoéé pojawia sie zawsze, ilekroé problem jest
na tyle ogélny, by mozna w nim odzwierciedli¢ — byé moze poprzez zmyélne
zakodowanie — informacje o wszystkich potencjalnie mozliwych algorytmach.
Jednak znakomita liczba zagadnien waznych praktycznie nie jest az tak ogélna;
na przyklad w pewnym zastosowaniu mozemy potrzebowaé jedynie réwnan
diofantycznych o trzech niewiadomych i stopniu co najwyzej piec.

O ile algorytm rozwiazujacy problem istnieje, mozliwe jest, jak wiemy,
przetozenie go na program komputerowy. Mozna by wiec pomysleé, ze granica
miedzy problemami rozstrzygalnymi a nierozstrzygalnymi jest jednoczeénie
granica stosowalnosci informatyki: kazdy problem rozstrzygalny moze by¢

w praktyce rozwiazany przez komputer. Tak jednak nie jest. Moze sie bowiem
okazaé, ze nasz komputer juz dla niewielkich danych potrzebuje takiego

czasu (np. setek lat), ze oczekiwanie na wynik traci sens. Dzieje sie tak

w szczegdlnodci, kiedy algorytm wymaga przegladania wszystkich permutacji
lub choéby wszystkich podzbioréw jakiego$ zbioru. Nie wnikajac w nature
elementarnych operacji algorytmu, mozemy latwo obliczy¢, ze gdyby nawet czas
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Nie znaczy to, Ze nigdy nie potrafimy
dowieéé, ze jakié rozstrzygalny problem
jest obliczeniowo trudny. Owszem,

dla kazdej ,w miare porzadnej”

funkeji f(n) (np. dla funkeji n?, 2™, n!)
potrafimy skonstruowaé problem
nierozwiazywalny przez zaden algorytm
w czasie proporcjonalnym do f(n),

a zarazem rozwiazywalny przez pewien
algorytm pracujacy w czasie (f(n))?.
Jednakze konstrukcja ta, wzorowana
na przekatniowej konstrukeji problemu
nierozstrzygalnego, jest dosyé sztuczna
i rzuca niewiele swiatla na zagadnienie
zlozonobci ,prawdziwych” problemdéw
obliczeniowych.

wykonywania takiej operacji byl najmniejszym sensownym czasem fizycznym
(jeden chronom, 10743 s), to wykonanie kolejno 2" takich operacji dla n = 200
przekroczyloby czas zycia czlowieka, a dla n = 500 wiek Wszechéwiata. Zapewne
niektére operacje moglyby by¢ wykonywane jednoczeénie na wielu komputerach,
tu jednak predko napotkamy nieprzekraczalne ograniczenia przestrzeni, w ktdrej
takie komputery mogtyby sie pomiesci¢ (nie wspominajac o kosztach).

Rozwazmy dla przykladu wazne praktycznie zagadnienie znajdowania w grafie

tzw. cyklu Hamiltona, tj. petli, w ktérej kazdy wierzcholek wystepuje dokladnie
raz. (Intuicyjnie, jest to najbardziej ekonomiczny sposéb obejécia catego

grafu.) Oczywista metoda polegalaby na przeszukiwaniu wszystkich mozliwych

permutacji zbioru wierzcholkéw grafu. Z matematycznego punktu widzenia jest
to niewatpliwie algorytm, jednak jego praktyczna stosowalnoéé ogranicza sie do
bardzo malych graféow.

Dla poréwnania, analogiczne z pozoru pytanie o istnienie tzw. cyklu Eulera,

tj. petli, ktéra dokladnie raz odwiedza kazda krawedz grafu, ma dobre
rozwigzanie algorytmiczne: Czytelnik styszal zapewne o twierdzeniu, ze cykl
Eulera istnieje w grafie wtedy i tylko wtedy, gdy liczba krawedzi wychodzaca

z kazdego wierzcholka jest parzysta, a ten warunek mozna oczywiscie sprawdzié
w czasie proporcjonalnym do liczby krawedzi grafu.

Wspomniane rozwiazanie wymagalo jednak odkrycia eleganckiej wlasnosci
charakteryzujacej grafy Eulera. By¢ moze jaka$ nieznana wlasnosé graféw
Hamiltona pozwolitaby i tutaj na skonstruowanie sprytnego algorytmu,
dzialajacego, powiedzmy, przynajmniej w czasie O(n®). Byé moze, jednakze
pomimo wysitkéw zadna taka wlasnoé¢ nie zostala dotad znaleziona. Z drugiej
strony, co bardzo intrygujace, nie znamy réwniez dowodu, ktéry wykluczylby
istnienie algorytmu rozstrzygajacego interesujacy nas problem w czasie

O(n). Zagadnienie cyklu Hamiltona nie jest odosobnionym przypadkiem:

w istocie znane sa dziesiatki matematycznie naturalnych i praktycznie waznych
probleméw, ktérych stopiefi trudnoéci obliczeniowej pozostaje nieznany.

Przedstawiona sytuacja nie powinna nas specjalnie martwié. Jak zwykle

W nauce, rzeczywiste trudnosci sa motorem rozwoju. Wspélczesne studia
nad algorytmami rozwijaja sie w dwéch kierunkach. Teoria ztozonosci
obliczeniowej probuje wyjasnia¢, dlaczego niektére problemy nie poddaja
sie prébom znalezienia dobrych rozwiagzan algorytmicznych. Algorytmika
natomiast, inspirowana potrzebami praktycznymi, niestrudzenie poszukuje
takich rozwiazan, czesto na drodze rozszerzenia samego pojecia algorytmu.

Ujmujac rzecz pozytywnie, teoria zlozonosci dazy do okreélenia trudnosci
probleméw algorytmicznych i klasyfikuje je ze wzgledu na stopieni trudnodci.
Tradycyjnie, problem obliczeniowy uwaza sie za praktycznie rozwiazywalny,

o ile istnieje algorytm, ktéry dla danych rozmiaru n pracuje w czasie
proporcjonalnym do n*, dla pewnej stalej k. Problemy o tej wlasnosci

tworza klase zwykle oznaczana symbolem P (lub PTIME, z ang. polynomial
time). Wspomniang w artykule W. Marka i J. Mycielskiego (Delta 1,/2000)
klase NPTIME (lub NP) mozna okreéli¢ poprzez rzutowania probleméw

z P,tj. A€ NP,oile A= {z: (Jy) R(z,y) A |y| < |z|*}, gdzie R jest

relacja w klasie P, k jest stala, a |z| oznacza rozmiar z. Czytelnik moze
zauwazy¢, ze problem cyklu Hamiltona jest w NP, gdyz relacja ,permutacja m
wierzcholkéw grafu G jest cyklem Hamiltona w G” jest, oczywiscie, sprawdzalna
w czasie wielomianowym.

Swiat probleméw obliczeniowych ma swoja strukture, ktéra stopniowo
poznajemy. Okazuje si¢, na przyklad, iz wiele z pozoru ré6znych probleméw jest
w istocie bardzo do siebie podobnych, w tym sensie, ze jeden mozna uznaé za
thumaczenie drugiego. Wspomniane wyzej zagadnienie cyklu Hamiltona nie ma
na pierwszy rzut oka zwiazku z pytaniem, czy graf mozna pokolorowaé trzema
kolorami tak, by kofice krawedzi mialy rézne kolory, a to z kolei z pytaniem,
czy dana formuta rachunku zdan jest spelniona przy jakimé wartoéciowaniu
zmiennych. A jednak, istnienie szybkiego (wielomianowego) algorytmu dla
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Rozwigzanie zadania F 527.

Jezeli plaska powierzchnia soczewki
plasko-wypuklej jest pokryta warstwa
odbijajaca dwiatlo, to jest ona
rdwnowazna soczewce dwuwypuklej

o ogniskowe] l,f- Wtedy, stosujac wazdr

na zdolnodé skupiajaca soczewki

otrzymujemy
dF
T d-F
Obraz #radla enajduje sie z tej samej
strony co przedmiot i jest rzeczywisty
dla d > f

ktoregokolwiek z tych probleméw pociggaloby za soba istnienie analogicznych
algorytméw dla pozostalych, a nawet dla wszystkich probleméw ze wspomnianej
klasy NP. Problemy o tej wlasnosci nazywa si¢ zupetnymi w NP. Pojecie

to zostalo sformulowane pod koniec lat sze§édziesiatych przez S. Cooke’a

i R. Karpa w USA i niezaleznie przez L. Levina w éwczesnym ZSRR.

Badanie stopnia pokrewieristwa miedzy problemami i wyréznianie probleméw
zupelnych jest jednym z przedmiotéw teorii ztozonosci. Innym waznym
kierunkiem jest poréwnywanie réznych miar zlozonosci. Oprécz czasu sensownie
jest bowiem bada¢ takze rozmiar pamieci operacyjnej komputera, potrzebnej
do rozwiazania zadania, a takze np. liczbe komputeréw (lub procesoréw),

ktére moglyby rozwiazaé to zadanie, pracujac réwnolegle, co moze (cho¢

nie zawsze musi) znakomicie przyépieszy¢ realizacje algorytmu. W ostatnich
latach, w zwiagzku z rozwojem programéw interakcyjnych, popularne staje sie
modelowanie dzialania komputera jako gry ze §rodowiskiem; implikuje to nowe
miary zlozonogci, jak liczba rund lub liczba uczestnikéw gry.

Przejdziemy teraz do algorytmiki, ktéra, bedac po czedci dyscypling inzynierska,
probuje jakos radzi¢ sobie z problemami trudnymi obliczeniowo. Jedng

z mozliwosci jest rozwijanie algorytméw heurystycznych, dziatajacych szybko
choéby w niektérych przypadkach, a takze aproksymacyjnych, tj. poszukujacych
rozwiazan bliskich optymalnym (na przykiad, zamiast cyklu Hamiltona
zadowalamy sie Sciezka odwiedzajaca co najmniej 95 % wierzcholkéw). Nie
prébujac wyczerpywac ogromnego tematu, wspomnimy tu o kierunkach, ktére
nie rezygnuja z walki o rozwiazania optymalne.

Jak widzieliSmy na przykladzie problemu graféw Hamiltona, ,kamieniem
filozoficznym” algorytmiki bylby sposéb na przeskoczenie koniecznogci
dokonywania wyczerpujacych przeszukiwan wszystkich mozliwosci. Oto kilka
pomystéw, jak mozna by to uzyskaé.

W tak zwanych algorytmach probabilistycznych przeszukiwanie zostaje
zastapione przez losowy wybdr. Idee takiego algorytmu poréwnaé¢ mozna do
egzaminu, kiedy student losuje, powiedzmy, 5 sposréd ogloszonych wezeéniej
100 pytan (zamiast odpowiadaé¢ na wszystkie 100). Jesli wszystkie odpowiedzi
beda dobre, egzaminator przyjmuje z duzym stopniem pewnosci, ze student
zna caly material — pewno$¢ ta w istotny sposéb opiera sie na fakcie, ze student
nie mégt przewidzie¢ wybranych losowo numeréw pytani. Przelomowe znaczenie
w algorytmice mial zaproponowany w 1976 r. przez M.O. Rabina (korzystajacy
z idei G. Millera) probabilistyczny algorytm rozstrzygajacy, czy dana liczba n
Jest pierwsza czy zlozona w czasie proporcjonalnym do (logn)®. W tescie tym
poszukuje sie¢ droga losowania — nie ewentualnych dzielnikéw liczby n, bo

te moga by¢ rzadkie, ale — subtelnych, a zarazem do$é licznych ,$wiadectw
zlozonosci”. Chodzi tu o liczby = spelniajace alternatywe: z jest nietrywialnym
pierwiastkiem z jednosci modn lub tez 2"~ # 1 (modn) (kiedy n jest liczba
pierwsza, wiemy z tzw. malego twierdzenia Fermata, ze nie ma takich ).
Algorytm Millera-Rabina moze co prawda z niewielkim prawdopodobiefistwem
nie wykry¢ zadnego Swiadectwa zlozonosci liczby zlozonej i tym samym uznaé
Jja za pierwsza, mimo to jednak, z uwagi na szybki czas i brak konkurencii,
uzywa si¢ go w praktyce do generowania wielkich liczb pierwszych, jakie
wykorzystywane sa nastepnie w systemie kryptograficznym RSA. Tak wiec

w algorytmach probabilistycznych po§wiecamy nieco pewnoéci na rzecz
szybkosci.

Radykalnym rozwinieciem idei algorytmu probabilistycznego jest glosny
ostatnio pomyst wykorzystania w obliczeniach efektéw kwantowych. Element
losowosci pojawia si¢ tu w momencie pomiaru, kiedy to stan kwantowy zostaje
zaobserwowany jako klasyczny i informacja zawarta w tym ostatnim uznawana
jest za wynik obliczenia. Zanim jednak nastapi pomiar, komputer zachowuje sie
zgodnie z prawami mechaniki kwantowej. W rezultacie, uktad n rejestréw, ktéry
w klasycznym komputerze przyjmowaé¢ moze w danej chwili co najwyzej jeden

z 2" mozliwych ciagéw n bitéw, powiedzmy w € {0,1}", w komputerze
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Peter W. Shor na Miedzynarodowym
Kongresie Matematykéw w Berlinie
(1998) otrzymal nagrode Nevannliny.
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Rozwiazanie zadania F 528.
Zdolnoid skupiajaca obiektywu jest
rowna sumie zdolnosci optycznych

soczewki skupiajacej 1 rozpr jacej

B =1 Dy, Zdolnosé skupis a
obiektywu jest wyrazona wzorem
! 1 1 d+7f
L St i —— 1
F, 4 F 4
gdzie: F, ogniskowa obiektywu,
d — odleglodé od obiektywu
do przedmiotu,
f — odleglodé od obiektywu
do obrazu,
- : : : D,
Zgodnie z warunkiem zadania D, = =
: D, i .
istad D, = — iz = D,., czyli
D, = —2D,. Ostatecznie ogniskowa
soczewki rogpraszajacej jest réwna
1 1 df
F,. = = = — =12 cm.
T, 2D, 2(d+f)

kwantowym moze w pewnym sensie przyja¢ je wszystkie jednoczeénie

— w) ). Wyczerpujace
7o 2 )Wy
we {U‘.l}n 5
przeszukiwanie moze wigc zostaé zastapione wygenerowaniem stanu kwantowego
obejmujacego naraz wszystkie mozliwosci.

(na przyklad, w stanie kwantowym

Najbardziej, jak dotad, spektakularnym sukcesem poszukiwai w tym kierunku
Jest zaproponowany przez P. Shora kwantowy algorytm rozktadu liczby
catkowitej na czynniki pierwsze. Najlepszy znany ,klasyczny” algorytm
rozwigzuje to zagadnienie w czasie wykladniczym ze wzgledu na rozmiar
przedstawienia binarnego liczby n, cho¢ z drugiej strony, faktoryzacja nie

ma charakteru problemu NP-zupelnego. Kwantowy algorytm Shora dziata

w czasie wielomianowym (doktadnie, C'- (logn)? - (loglogn) - (logloglog n)).
Warto wspomnie¢, ze mozliwo$é szybkiej faktoryzacji duzych liczb wywolalaby
spore zamieszanie, gdyz powszechnie stosowany algorytm szyfrowania RSA
opiera si¢ na hipotezie trudnoéci tego problemu. Trzeba jednak pamietaé,

ze gleboki matematycznie algorytm Shora istnieje na razie jedynie na papierze,
a komputery kwantowe (w odréznieniu od kwantowej kryptografii) wydaja sie
Jjeszcze dalekie od fizycznej realizacji.

Fizycznie zrealizowany zostal natomiast pomyst Adlemana, by do obliczen
wykorzystac¢ reakcje biologiczne, a konkretnie zjawisko laczenia sie
komplementarnych odcinkéw DNA w slynna podwéjng helise. Jako zadanie
obliczeniowe wybrano znany nam juz problem cyklu Hamiltona. W wyniku
siedmiodniowego eksperymentu pojawilo sie rozwigzanie. Co prawda testowany
graf byl niewielki, a wspomniane rozwiazanie jest dostrzegane przez czlowieka

w ciagu kilkudziesieciu sekund, jednak zastosowana tu technika moze dla duzych
graféw okazac sie szybsza niz komputer cyfrowy. Pamietajmy, ze mozliwosé
szybkiego rozwiazywania, choéby dziwaczna technika, zagadnienia cyklu
Hamiltona oznacza szybki algorytm dla dowolnego problemu klasy NP
(tlumaczenie takiego problemu na problem cyklu Hamiltona mogtoby odbywaé
si¢ za pomoca komputera tradycyjnego). W odréznieniu od wyrafinowanego
algorytmu Shora, idea testu Adlemana jest prosta. Wierzcholki i krawedzie
badanego grafu reprezentowane sa przez losowo wybrane odcinki DNA w taki
sposéb, by wskutek komplementarnoéci odpowiednich fragmentéw, powstajace
w wyniku lgczenia podwéjne helisy reprezentowaly $ciezki w grafie (nie tylko,
oczywiscie, §ciezki Hamiltona). Kluczowym momentem jest tu mozliwosé
wygenerowania wszystkich lub niemal wszystkich $ciezek ,w jednej chwili”

(w ciagu kilku sekund); operacja taka jest, jak wiemy, praktycznie niewykonalna
na klasycznym komputerze. Faza eliminacji ,ztych kandydatéw”, tak by w koricu
pozostalo jedynie poprawne rozwiazanie (tj. helisy reprezentujace éciezki
Hamiltona), wykorzystywala pomystowo kilka réznych reakeji biologicznych

i to ona byla odpowiedzialna za stosunkowo dlugi czas. Eksperyment Adlemana
otwiera nowa droge w informatyce: by¢ moze, zamiast konstruowaé wciaz nowe
komputery wystarczy umiejetnie interpretowaé procesy przetwarzania informacji,
jakich peten jest Swiat, zwlaszcza $wiat materii zywej.

Wskazéwki do dalszej lektury

Kompendium wspélczesnej wiedzy o algorytmach, podanej w atrakeyjny i przystepny
sposob znajdzie Czytelnik w dostepnej w polskim przekladzie ksiazce Th.C. Cormena,
Ch.E. Leisersona i R.L. Rivesta Wprowadzenie do algorytmdw, WNT 1997. Podstawy
teorii zlozonosci wyloZone sa w klasycznym podreczniku J.E. Hoperofta i J.D. Ullmana
Wprowadzenie do teorii automatow, jezykdw i obliczeri, PWN, Warszawa 1994.

Szeroka perspektywe probleméw i kierunkéw badawczych tej teorii zakresla monografia
Ch.H. Papadimitriou Computational complezity, Addison—Wesley, 1995. Czytelnik,
zainteresowany dziesiatym problemem Hilberta, moze siegnaé¢ po ksiazke samego

J. Matijasiewicza, Diesiataja problema Gilberta, Nauka Publishers, 1993 (przektad angielski:
Yuri V. Matiyasevich, Hilbert’s Tenth Problem, The MIT Press, 1993). Twierdzenie to
przedstawione jest takze w akademickim podreczniku Z. Adamowicz i P. Zbierskiego Logika
matematyczna. PWN, Warszawa 1991. Eksperyment Adlemana przedstawiony jest przez
samego autora w miesieczniku Swiat nauki, nr 10 (86), pazdziernik 1998. Wreszcie, ciekawe
spojrzenie na granice komputerowej obliczalnoéci przedstawia R. Penrose w ksiazkach
Nowy umyst cesarza, PWN, Warszawa 1995 i Makroswiat, mikroswiat ¢ ludzki wmyst,
Proszyniski i S-ka, Warszawa 1997.
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