
_ Zadania

ustalenia wymiaru zbioru A z podkowy Smale'a, przyjmujac k = 6j. Wówczas

N(k) = 2j6j = 12j. Wskazuje to na wymiar log 12j /log 6j = log 12/log 6 =
1+ log6 2. Nieco bardziej wyrafinowane rachunki wykazuja, ze granica (3)
faktycznie istnieje. Wymiar jest zawarty miedzy l a 2, co odpowiada temu,

ze zbiór A jest za maly jak na dwa wymiary, lecz za duzy na jeden. Zbiory

o wymiarze róznym od liczby calkowitej zwane sa fraktalami. Fraktale

maja czesto wlasnosc samopodobienstwa polegajaca na tym, ze ich wycinki

w dowolnie malych skalach po powiekszeniu sa podobne do calego zbioru. Ma

te wlasnosc zbiór A, w którym desen, skladajacy sie z linii i dziur, powtarza

sie we wszystkich skalach. Wspólczesny matematyk, Benoit Mandelbrot,

znajduje fraktale w wielu zjawiskach naturalnych i modelach matematycznych.

Wspomnialem, na przyklad, o analogii z pierscieniami Saturna. Wyjasnieniem

powszechnej obecnosci fraktali moze byc fakt, ze sa one generowane przez

chaotyczne uklady dynamiczne. Byc moze sa to spekulacje. Niewatpliwie

jednak popularyzacja fraktali przyczynila sie do lepszego zrozumienia teorii

ukladów dynamicznych przez naukowców z innych dziedzin, jak i przez szersze

kregi spoleczenstwa. Efektowne obrazy fraktali generowanych przez nieliniowe

chaotyczne uklady dynamiczne mozna znalezc w Internecie pod adresem

http://www.cnam.fr/fractals/mandell.html.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 919. Wewnatrz trójkata równobocznego wybrano pewien punkt, a nastepnie

polaczono go z wierzcholkami trójkata oraz jego rzutami na boki trójkata

(rys. l). Wykazac, ze suma pól zacieniowanych trójkatów równa jest sumie pól

niezacieniowanych trójkatów.

Rozwiazanie na str. 2

M 920. Przez punkt wewnetrzny kwadratu poprowadzono proste równolegle do

jego boków i przekatnych (rys. 2). Wykazac, ze suma pól figur zacieniowanych

jest równa sumie pól figur niezacieniowanych.

Rozwiazanie na str. 6

M 921. W trapezie równoramiennym poprowadzono przekatne oraz wysokosci

z wierzcholków górnej podstawy (mniejszej, rys. 3). Wykazac, ze suma pól

trójkatów szarych jest równa polu pieciokata kolorowego.

Rozwiazanie na str. 7

Rys. l
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Rys. 4

F 525. Promien krzywizny wypuklej powierzchni soczewki wynosi 100 cm,

a wkleslej 20 cm. Czy jest to soczewka skupiajaca czy rozpraszajaca?

Wspólczynnik zalamania materialu soczewki wynosi 1,6.

Rozwiazanie na str. 8

F 526. Z plytki szklanej plasko-równoleglej wykonano trzy soczewki (rys. 4).

Okazalo sie, ze ogniskowa soczewek l i 2, scisle do siebie przylegajacych, jest

równa F, a soczewek 2 i 3 - f. Zakladajac, ze soczewki sa cienkie, znalezc

ogniskowa kazdej z nich.

Rozwiazanie na str. 16
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Rozwiazanie zadania M 920.

Rysunek pokazuje, jak z rozwazanych

cZesci kwadratu zlozyc na nowo kwadrat

tak) by rozwazana równosc pól stala sie

oczywista.

Hipoteza abc

Delta: Czy mozna w jednym zdaniu powiedziec, co to jest hipoteza abc?

Jerzy Browkin: W jednym zdaniu moze nie, ale w kilku na pewno tak.

Najpierw umówmy sie, ze dla danej liczby naturalnej n przez r(n) bedziemy

oznaczac iloczyn wszystkich róznych dzielników pierwszych liczby n. Jezeli

liczba n jest bardzo duza w porównaniu z liczba r(n), to nazywac ja bedziemy

liczba "bardzo zlozona". Za miare tej zlozonosci mozemy uznac liczbe

log n

logr(n) .

Mówiac troche mgliscie mozna powiedziec, iz hipoteza abc stwierdza, ze jesli c

jest suma dwóch wzglednie pierwszych liczb a i b, to liczba abc nie moze byc

liczba "bardzo zlozona".

Delta: W praktyce stosuje sie pewnie bardziej scisle wyslowienie tego faktu ...

Jerzy Browkin: Oczywiscie. Oto ono: Niech a oraz b beda liczbami

naturalnymi wzglednie pierwszymi, natomiast c ich suma, tzn.

NWD(a, b) = 1 oraz a + b = c.

Niech ponadto

log c

L(a,b) = -l -( b"ogr a c

gdzie r(n) jest okreslone jak wyzej. Hipoteza abc stwierdza, ze dla kazdej liczby

q > 1 istnieje tylko skonczenie wiele trójek a, b, c spelniajacych powyzsze warunki

i takich, ze L(a, b) > q.

Delta: Czy hipoteza abc to tylko problem interesujacy "sam w sobie", czy tez

jest ona powiazana z innymi twierdzeniami?

Jerzy Browkin: Hipoteza abc ma wiele bardzo powaznych konsekwencji.

Jest ona zwiazana z teoria krzywych algebraicznych, a takze z wieloma

twierdzeniami teorii liczb, np. z Wielkim Twierdzeniem Fermata. Wynika

z niej mianowicie, ze istnieje tylko skonczenie wiele dodatnich liczb calkowitych

n, x, y, z spelniajacych warunki: n> 3 oraz NWD(x, y) = 1 i takich, ze

xn + yn = zn.

Wystarczy bowiem wziac a = xn, b = yn oraz c = zn i zauwazyc, ze

L(a,b) = nlogz > nlogz =:: > i.
logr(xyz) 10g(z3) 3 - 3

Ponadto z hipotezy abc wynika - jak dowiódl J.H. Silverman - ze dla

kazdego a 2: 2 istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze

aP-1 1= 1 (modp2).

Delta: Wydaje sie zatem, ze hipoteza abc jest bardzo silna. Jej dowód moze byc

wiec ogromnie trudny. Co do tej pory udalo sie osiagnac?

Jerzy Browkin: Wiemy na przyklad, ze w kazdym otoczeniu dowolnego punktu

z przedzialu a, ~*]znajduje sie nieskonczenie wiele wartosci L(a, b) dla róznych
trójek a, b, c, spelniajacych podane wczesniej zalozenia. Oczywiscie dazymy do

tego, by wykazac, ze przedzial takich punktów jest równy [l, 1], ale obecnie nie
wiemy nawet, czy sama liczba 1 ma rozwazana tu wlasnosc.

Delta: Wartosc l jest dosc oczywista w tym kontekscie, gdy tylko spojrzy sie na

definicje L(a, b). Wartosc ~*jest juz bardziej zagadkowa ...

Jerzy Browkin: To po prostu kolejny etap "wyscigu". Pierwszy przedzial,

jaki uzyskano, byl równy [l, ~].Potem wraz z M. Filaseta, G. Greavesem

i A. Schinzlem poprawilismy go do [l, i~]·Przedzial [l, ~*]to wynik
G. Greavesa i A. Nitaja.

Delta: Z hipotezy abc wynika, ze istnieje najwieksza wartosc L(a, b) dla a, b

okreslonych wyzej. Czy wartosc ta jest znana?
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