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obrotu. Slowem, gdy punkt P bedzie zakreslal luk

cykloidy od A do B, punkt Q bedzie zakreslal luk od B'

do C'. Narysujmy wiec (w dowolnym polozeniu) okrag

wyznaczajacy wyjsciowa cykloide (rys. 3). Punkt P

znajduje sie na górnym luku AB, a antypodyczny punkt Q

na luku B' C'. Gdziekolwiek jednak nie narysowalibysmy

okregu, jego srodek S bedzie lezal na prostej l. Prosta l

jest wiec osia symetrii narysowanego okregu. Zatem

obraz Q' punktu Q w symetrii wzgledem l bedzie dalej

lezal na okregu, a ponadto (patrz uwagi do rysunku 2)

na dolnym luku AB. Co wiecej, poniewaz S jest

srodkiem PQ, wiec (twierdzenie Talesa!) prosta l jest

równolegla do PQ', czyli PQ' II AC'.

Wlasnie, jak to sie ma do obliczenia pola pod cykloida?

Otóz bardzo prosto. Roberval zastosowal tu sinusoide o

osi l, majaca najnizsze punkty w A i C, a najwyzszy w B.

Nazywal ja towarzyszka cykloidy. Luk sinusoidy ma srodek

symetrii w punkcie O, podobnie jak prostokat AC' BB' i

soczewka AB. Zatem sinusoida dzieli tak prostokat, jak

soczewke, na polowy.

Rys. 4

Stad pole pod (pierwsza) polowa cykloidy to pól pola

prostokata plus pól pola soczewki. A wiec cale pole pod

cykloida to cale pole prostokata AC' BB' - czyli

2r . 7rr = 27rr2 - plus cale pole soczewki, czyli cale pole

kola, a wiec 7rr2. Lacznie zatem pole pod jednym lukiem
cykloidy od ostrza do ostrza to 37rr2.

Oczywiscie sinusoida nie jest jedyna linia, jakiej mozna

bylo uzyc w tym rozumowaniu. Polecam znalezienie kilku

innych linii nadajacych sie na towarzyszke cykloidy.

I tak stwierdzilismy, ze na kazdej prostej równoleglej do

AC' okrag wyznaczajacy cykloide i soczewka AB maja

przekrój tej samej dlugosci. Dla kuli i wydrazonego walca

Archimedes posluzyl sie woda. Tu mozemy wyobrazac

sobie, ze do naczynia w ksztalcie soczewki AB i w ksztalcie

wyznaczajacego cykloide okregu nalewamy sprawiedliwie

"plaska wode" - jej poziom bedzie w obu naczyniach rósl

tak samo, wiec napelnia sie tez jednoczesnie. Stad maja

jednakowe "plaskie objetosci", czyli pola.
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Gilles Roberval, XVII-wieczny matematyk francuski,

pierwszy obliczyl to pole, poslugujac sie metoda podobna

do tej, której uzyl Archimedes do obliczenia objetosci kuli

- badajac przekroje - dzis te metode nazywa sie zasada

Cavalieriego. Przypomnijmy, ze cykloida to krzywa, która

zakresla ustalony punkt okregu toczacego sie bez poslizgu

po prostej. Sklada sie ona z luków polaczonych ostrzami.

Dlugosc luku od ostrza do ostrza jest równa 8r, co

obliczyl Christiaan Huygens, a kazdy moze to powtórzyc,

siegajac po Mala Delte z numeru 11/1999: dowód jest tam

zakodowany w rysunku 7.

Rys. l

Decydujacym krokiem w obliczaniu pola pod cykloida

jest stwierdzenie, ze pole otrzymanej soczewki AB jest

równe polu kola ograniczonego przez okrag wyznaczajacy

cykloide·

W tym celu dogodnie jest spojrzec na luk B' C' w jeszcze

jeden sposób - jest to krzywa, która zakresla antypodyczny

(polozony na drugim koncu srednicy) punkt do tego, który

zakresla wyjsciowa cykloide.

Faktycznie - jesli punkt P zakresli juz pierwsza polowe

cykloidy, to bedzie u góry, w punkcie B, i podczas dalszego

toczenia zakresli luk BC, taki sam, jak antypodyczny

punkt Q (znajdujacy sie na poczatku ruchu u góry,

w punkcie B') zakresli podczas pierwszej polowy

Luk cykloidy od ostrza do ostrza w sposób naturalny

miesci sie w prostokacie o wymiarach 2r x 27rr: wysokosc

to srednica toczacego sie okregu, a dlugosc to dlugosc

tego okregu. Na rysunku 2 druga polowa cykloidy

zostala przesunieta tak, aby sie znalazla nad pierwsza

polowa· Poniewaz prosta BC' jest osia symetrii cykloidy,

wiec symetria wzgledem równoleglej do niej prostej k,

przechodzacej przez srodek O prostokata AC' BB', naklada

luk B'C' na pierwsza polowe cykloidy. Narysujmy jeszcze

jeden obraz pierwszej polowy cykloidy, tym razem w

symetrii wzgledem O. Bez trudu stwierdzamy, ze jest to

równoczesnie obraz symetryczny luku B' C' w symetrii

wzgledem prostej l, równoleglej do AC' i przechodzacej

przez O (faktycznie: wykonanie symetrii wzgledem dwu

prostych prostopadlych to symetria wzgledem ich punktu

przeciecia) .
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