Hipoteza abc

Delta: Czy mozna w jednym zdaniu powiedzieé, co to jest hipoteza abc?

. Jerzy Browkin: W jednym zdaniu moze nie, ale w kilku na pewno tak.
Najpierw uméwmy sie, ze dla danej liczby naturalnej n przez r(n) bedziemy
oznaczac iloczyn wszystkich réznych dzielnikéw pierwszych liczby n. Jezeli
5 liczba n jest bardzo duza w poréwnaniu z liczba r(n), to nazywaé ja bedziemy
liczba ,bardzo zlozona”. Za miare tej zlozonosci mozemy uznaé liczbe
logn

logr(n)’
Moéwiac troche mglicie mozna powiedzieé, iz hipoteza abe stwierdza, ze jedli ¢
jest suma dwdch wzglednie pierwszych liczb a i b, to liczba abe nie moze byé
liczba ,,bardzo zlozona”.

Delta: W praktyce stosuje sie pewnie bardziej Sciste wystowienie tego faktu. . .

{ Jerzy Browkin: Oczywiscie. Oto ono: Niech a oraz b beda liczbami
. naturalnymi wzglednie pierwszymi, natomiast ¢ ich suma, tzn.
NWD(a,b) =1 oraz a+b=c.
Niech ponadto
loge
L{a,b) = ———
; (036} log r(abc)’
gdzie r(n) jest okreslone jak wyzej. Hipoteza abc stwierdza, ze dla kazdej liczby
Lt g > 1 istnieje tylko skonczenie wiele tréjek a, b, ¢ spelniajacych powyzsze warunki
i takich, ze L(a,b) > q.

Delta: Czy hipoteza abe to tylko problem interesujacy ,sam w sobie”, czy tez
Jjest ona powiazana z innymi twierdzeniami?

i Jerzy Browkin: Hipoteza abc ma wiele bardzo powaznych konsekwencji.
Jest ona zwiazana z teoria krzywych algebraicznych, a takze z wieloma
twierdzeniami teorii liczb, np. z Wielkim Twierdzeniem Fermata. Wynika
% z niej mianowicie, ze istnieje tylko skonczenie wiele dodatnich liczb calkowitych
. n,x,y, 2 spetniajacych warunki: n > 3 oraz NWD(z,y) = 1 i takich, ze
mn = yn X3 zn_
Wystarczy bowiem wzia¢ a = ™, b = y" oraz ¢ = 2" i zauwazy¢, ze
1 1 4
L) = nlog z nlog z =E___
logr(zyz) = log(z3) 3 ~ 3
Ponadto z hipotezy abe wynika — jak dowiédl J.H. Silverman - ze dla
kazdego a > 2 istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierwszych p, ze
aP~! #£ 1 (mod p?).

Delta: Wydaje sie zatem, ze hipoteza abc jest bardzo silna. Jej dowdéd moze byé
wiec ogromnie trudny. Co do tej pory udalo sie osiagnaé?

ﬁ Jerzy Browkin: Wiemy na przyklad, ze w kazdym otoczeniu dowolnego punktu
BRI S SR a0, z przedzialu [%, %] znajduje sie nieskoniczenie wiele wartosci L(a, b) dla réznych

Rysunek pokazuje, jak z rozwazanych tréjek a, b, c, spelniajacych podane wczesniej zalozenia. Oczywiscie dazymy do
credcl kwadratu zlozy € s nowo kwadiat  tego, by wykazac, ze przedzial takich punkt6éw jest réwny [3,1], ale obecnie nie
tak, by rozwazana réwnosé pdl stala sie 2 . . 55

| wiemy nawet, czy sama liczba 1 ma rozwazana tu wlasnosc.

oczywista.

Delta: Wartosé § jest dos¢ oczywista w tym kontekscie, gdy tylko spojrzy sie na

definicje L(a,b). Wartosé % Jjest juz bardziej zagadkowa. . .

Jerzy Browkin: To po prostu kolejny etap ,,wyscigu”. Pierwszy przedzial,
jaki uzyskano, byt réwny [%, 1]. Potem wraz z M. Filaseta, G. Greavesem
i A. Schinzlem poprawiliSmy go do [%, 12]. Przedzial [1, 28] to wynik

G. Greavesa i A. Nitaja.

Delta: Z hipotezy abe wynika, zZe istnieje najwieksza wartosé L(a,b) dla a,b
okreslonych wyzej. Czy wartos¢ ta jest znana?
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Rozwigzanie zadania M 921.

Przy oznaczeniach z rysunku rozwazmy
trdjkat ACM. Jego wysokosé jest rdwna
wysokosdcl trapezu, podstawa AM
diugosci srodkowej trapezu, a wiec
pole tego tréjkata, jak réwniez pole
trojkata BD N, jest rdwne polowie pola
trapezu. Wynika stad, ze pole czedci

wspdlnej obu tréjkatdw (pieciokat) jest
réwne polu figury nie pokrytej tymi

trojkatami.

Jerzy Browkin: Istnieje hipoteza, ze jest ona mniejsza od 2. Nadal jest to
jednak tylko hipoteza. Najwieksza znana obecnie warto$¢ L(a,b) dla liczb a i b
wzglednie pierwszych wynosi 1,629912... dla a = 2, b= 3° - 109, ¢ = 23°. Znalaz!}
ja Eric Reyssat.

Delta: Czy do poszukiwania takich ekstremalnych wartoéci L(a,b) wystarcza
kartka papieru, czy tez konieczne sa ,superkomputery”?

Jerzy Browkin: Jeszcze niedawno wystarczal. .. kalkulator. Obecnie uzywa sie
juz raczej ,superkomputerdw”.

Delta: Dziekuje za rozmowe.
Rozmawiat W.S.

Hipoteza abcd

Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami calkowitymi réznymi od zera, ze
NWD(a,b,c,d) =1, |abed|>1, a+b+c+d=0
oraz kazda podsuma sumy a + b + ¢ + d jest rézna od zera.
Okreslamy
log(max(|al, |b], |¢|, |d
o) = SmoL DI )
gdzie r(n) jak zwykle oznacza iloczyn réznych dzielnikéw pierwszych liczby n.

Hipoteza abed stwierdza, ze dla kazdego g > 3 istnieje tylko skonczenie wiele
takich ukladéw (a,b,c,d), ze L(a,b,c,d) > q.

Uwaga 1. Jezeli a + b = ¢ spelnia zalozenia hipotezy abe, to podnoszac do
szeécianu, otrzymamy przykltad dla hipotezy abed

a® +b® — ¢® + 3abe = 0.

Latwo zauwazy¢, ze jesli liczba abe jest podzielna przez 3, to L(a3,b%,¢3, 3abc) =
= 3L(a,b,c), co wyjaénia, dlaczego w hipotezie abcd mamy liczbe 3.

Uwaga 2. Hipotezy abc i abed dotycza liczb catkowitych. Mozna sformulowaé
analogiczne hipotezy dla wielomianéw (jednej zmiennej o wspélczynnikach
rzeczywistych), zastepujac logarytm liczby naturalnej przez stopien wielomianu.
Ot6z hipotezy abe i abed dla wielomiandw zostaly udowodnione — przestaly wiec
by¢ hipotezami, a staly sie twierdzeniami.

Najlepszy znany przyklad dla hipotezy abed pochodzi od najlepszego przykladu
znanego dla hipotezy abe, tzn. od przykladu Reyssata za pomoca podniesienia
do szescianu. W przypadku hipotezy abed nie prowadzono poszukiwan dobrych
przykladéw za pomoca komputeréw ani bez ich pomocy. Jest to zatem pole do
popisu dla Czytelnikéw Delty. Inny ciekawy problem, zwiazany z hipotezg abed,
to pytanie, jak ja sformulowaé, przy zalozeniu, ze liczby a, b, ¢, d sa parami
wzglednie pierwsze. Zapewne liczba 3 nie jest w tej sytuacji odpowiednia. To
réwniez moze byé przedmiotem interesujacych eksperymentéw Czytelnikéw.

Jerzy BROWKIN

Rozwiazanie problemu Speedlimit z Malej Delty

Przypuéémy, ze wujek Zenon zbliza sie do miasteczka Speedlimit z predkodcia o mil

na godzine, gdy jest oddalony od Speedlimit o = mil. Kiedy znajdzie sie w odleglodci

1 mili od miasteczka, jechaé wiec bedzie z szybkoscia 1 mili na godzine. Najblizsze pét
mili pokona wiec z szybkoscia nie wieksza niz 1 mila/godz., co zajmie mu nie mniej niz
0,5 mili/(1 mila/godz.) = 0,5 godziny. Polowe pozostalej drogi (czyli 0,25 mili) pokona
z predkoécia nie wieksza niz 0,5 mili na godzine (dlaczego?), a zatem zajmie mu to nie
mniej niz 0,25/0,56 = 0,5 godziny. Pokonanie polowy pozostalej czesci drogi znéw zajmie
mu nie mniej niz pét godziny itd., itd. Stad, zeby dotrzeé do celu, potrzebowaé bedzie
nie mniej godzin niz: 1/2+ 1/2+ 1/2 + ... = co. A zatem do miasteczka Speedlimit nie
mozna w ten sposéb dojechaé w skofczonym czasie.
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