Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2000

Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 286 (WT=2,17) i 287 (WT'=1,83)
z numeru 11,/1999

Tomasz Wietecha = Tarndw 41,11
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 31,95
Aleksander Surma - Myszkdw 29,08
Artur Arciszewski — Kielce 26,43
Jarostaw Lazuka Warszawa 26,30
Marek Wdjcicki — Szczecin 24,61
Tomasz Rudny — Warszawa 20,37
Grzegorz Mitos — Mielec 19,49

Skorygowana zostala pomytka w ocenie
zadania 281 u p. Wéjcickiego.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy mogze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzaf zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadai z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnogcia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlezynnik trudnogci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie § oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczhg oséb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktorejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2000.

Zadania z fizyki nr 298, 299
Redaguge Jerzy B. BROJAN

298. Na poziomym stole lezy jednorodny pret o cigzarze P, przy czym sila jego nacisku
na stét jest réwno rozlozona (dla kazdego jednostkowego odcinka preta jest jednakowa).
Jesli wspotezynnik tarcia preta o stél wynosi f, to jaka sila trzeba dziala¢ na koniec
preta w kierunku poziomym i prostopadlym do preta, aby ruszyé go z miejsca?

299. Walcowa plytka szklana moze mie¢ wladciwodci soczewki, jesli wspdlczynnik
zalamania szkta jest rézny w réznych punktach plytki. Przyjmijmy, ze wspdlczynnik
ten zalezy od odleglodci od osi optycznej r wedtug wzoru n(r) = no + ar? (a nie
zmienia sie przy przesunieciach wzdluz osi). Jakie warunki musza spelnia¢ parametry
w podanym wzorze, aby plytka o gruboéci d bylta soczewka o ogniskowej f7 Zakladamy,
ze ogniskowa jest znacznie dluzsza zaréwno od grubosci, jak i od Srednicy plytki.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/2000
Przypominamy treéc¢ zadan:

290. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B znajduje sie nieruchomy ladunek
punktowy Q. Male cialo o masie m i ladunku ¢ umieszczono w punkcie odleglym od @Q o rg, przy
czym odcinek g — @ jest prostopadly do B, a predkosé poczatkowa ciala jest réwna zeru; ponadto
przyjmijmy, ze znaki ladunkéw sa jednakowe. Wykazaé, ze w czasie ruchu ciata jego odleglosé

od Q nie przekroczy pewnej maksymalnej wielkodci rmax 1 podaé réwnanie pozwalajace obliczy¢ tg
wielko&é.

291. Dwie réwnolegle czarne powierzchnie plaskie znajduja si¢ w temperaturach 0°C i 100°C,
a w obszarze miedzy nimi jest préznia. Jesli wprowadzimy w ten obszar cienka czarna plyte
réwnolegla do obu powierzchni, to jaka temperature przybierze ona po dlugim czasie? Rozmiary
powierzchni sa znacznie wieksze od odleglodci miedzy nimi.

290. Poniewaz sila pochodzaca od pola magnetycznego jest v? = (dr/dt)? 4 (rd¢/dt)* w zasadzie zachowania energii.
skierowana prostopadle do predkodci ciata, wiec jej praca Otrzymujemy réwnanie
jest réwna zeru i zasada zachowania energii obowiazuje m (dr\?  ¢*B*(r® - r3)? 1 1
w postaci takiej, jak pod nieobecnosé pola magnetycznego: b} (E) Smr? = koq@ (:,._U - ;)

lmv2 i qQ = s 9Q - Wida¢, ze r nie moze osiagac ani bardzia‘ duzych wartosci,

2 % ro ani bardzo malych. Maksymalna warto$é r okresla warunek
Druga zasade zachowania mozna wyprowadzi¢ mnozac obie dr/dt = 0, a wynikajace stad réwnanie na rmax jest
strony réwnania ruchu réwnaniem algebraicznym III stopnia.

dv s : : s :
M = koi—?r +g¥ x B 291. Po dlugim czasie uktad osiggnie stan stacjonarny,

wektorowo przez 7. Uwzgledniajac fakt, iz w naszym
zadaniu ruch ciata jest ograniczony do plaszczyzny
prostopadtej do é, dochodzimy po przeksztalceniach do
wniosku, ze wielko$cia zachowana jest ,zmodyfikowany

moment pedu”, dany wyrazeniem

L,=(Fxp),+ %qB'rz,

gdzie 0§ z pokrywa sie z kierunkiem B. We wspolrzednych

biegunowych mamy

w ktérym strumien energii promieniowania
przeplywajacego z goracej powierzchni do plyty zréwna
sie ze strumieniem przeplywajacym z plyty do powierzchni
zimnej. Zgodnie ze wzorem Stefana—Boltzmanna mamy

o(T} - Tz) = o(T3 — T5).
Stad wyznaczamy temperature ptyty T

1 4 4 Lot o

o (E(T1 +T3)) = 334 K = 61°C.

Zauwazmy, ze odlegloéci plyty od poszczegdlnych

L. — mrgd i 1 Br? = 1 B2 powierzchni nie maja znaczenia: taka sama wartos¢ Tp
£ Jp TP =it wystapi, gdy plyta bedzie w jednakowej odleglodci od
Stad wyznaczamy d¢/dt i podstawiamy do wyrazenia powierzchni, jak wtedy, gdy bedzie tuz przy jednej z nich.

(Inspiracja w tej serii byly niektére zadania Miedzynarodowej Olimpiady Fizycznej w Norwegii w 1996 r.)
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Zadania z matematyki nr 401, 402
Redaguje Marcin E. KUCZMA

' = 401. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb catkowitych a > 1, n > 1 o tej wlasnodci, ze

— A . . . i B Sy e it

S kazdy dzielnik pierwszy liczby a™ — 1 jest dzielnikiem liczby a — 1.

402. Dwusieczna kata DAB réwnolegtoboku ABCD przecina proste BC' 1 CD

odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé, ze érodek okregu opisanego na tréjkacie

y . o CKL lezy na okregu opisanym na tréjkacie BC'D.

Termin nadsylania rozwigzani:
31 VII 2000 Zadanie 402 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2000
Przypominamy tresé zadan:
393. Ze zbioru {1,2,3,...,2000} losujemy bez zwracania m liczb (1 < m < 2000). Niech p,,

bedzie prawdopodobiefistwem tego, ze suma wylosowanych liczb dzieli si¢ przez 5. Wyznaczyé te
wartodci m, dla ktérych p,,, = 1/5.

394. Udowodnié, e istnieje nieskoriczenie wiele par licgb calkowitych (a, b) o tej wlasnosdci, ze

wielomian P(z) = 2® — az + b ma dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych iloczyn jest réwny 1.

393. Losowanie m liczb bez zwracania mozna interpretowaé jako wybdr m-elementowego podzbioru M zbioru
{1,2,3,...,2000}. Przedstawiamy ten zbiér jako sume czterystu zbioréw piecioelementowych A; U Ag U ... U Agpo:

Ay ={1,2,3,4,5}, Ay ={6,7,8,9,10}, ..., Aaoo={1996,...,2000}.
Bedziemy mdéwili, ze zbiér M C{1,2,3,...,2000} jest zbioru M"* bez zadnej zmiany). Oznaczajac przez s(M)
zgrabny, gdy jest suma pewnej liczby zbioréw A;; zbidr, sume liczb w zbiorze M, dostajemy w kazdym przypadku
ktéry nie jest zgrabny, bedziemy nazywaé niezgrabnym. réwnosé¢ s(M™) = s(M) + 1 (mod 5).
Weimy pod uwage dowolny m-elementowy Réznym zbiorom M sa przyporzadkowane rézne
zbiér niezgrabny M {1,2,3,...,2000}. Niech zbiory M*. Oznaczmy przez M, rodzine tych zbioréw
j bedzie najmniejszym numerem takim, ze M niezgrabnych, ktérych suma elementéw daje przy dzieleniu
zawiera pewne — ale nie wszystkie — elementy przez 5 reszte r. Tak wiec operacja M — M* odwzorowuje
z pigtki A; = {55—4, 5j—3, 5j—2, 5j—1, 57}; przyjmijmy, rodzine My na Mi, rodzine M; na Mo, itd., rodzine M,
ze czesé wspélna M N A; sklada sie z k liczb (zatem na My. Stad wynika, ze kazda z tych pieciu rodzin
0 < k< 5). liczy tyle samo zbioréw. Wobec tego — w obrebie klasy

zbioréw niezgrabnych — wszystkie reszty z dzielenia

Niech ¢: A;j — A; bedzie przesunieciem cyklicznym: sumy elementéw wybranego zbioru przez 5 sa jednakowo

A i+1 gdy 5j—4 <i<5j-1, prawdopodobne.
YE) =9 .. q e g
ooty = Jezeli liczba m nie dzieli sie przez 5, to zbiory zgrabne nie
oznaczmy ¥ = 1 0 v, itd. Tworzymy nowy zbiér M*, istnieja; prawdopodobienistwo uzyskania kazdej reszty jest
takze majacy k-elementowe przeciecie z piatka A;: réwne 1/5. Jezeli zas m dzieli sie przez 5, to zbiory zgrabne
istnieja, a suma elementéw kazdego z nich jest podzielna
PpMNA;) U (M\A;) jeSlik=1, przez 5. Zatem w tym przypadku uzyskanie reszty 0 jest
M = V(MNA;) U (M\A;) jeslik=2, bardziej prawdopodobne niz uzyskanie dowolnej innej
P(MNA;) U (M\A;) jedlik =3, reszty.

4 P
P (M NA;)) U (M\ A, lik=4
Ll i) DAM ) el Whiosek: réwnoéé p,, = 1/5 zachodzi wtedy i tylko wtedy,

(czesé zbioru M, polozona poza piatka A;, wchodzi do gdy m jest liczba niepodzielna przez 5.

394. Rozwazmy tréjmian kwadratowy 22 — ma + 1 (zmiennej x) z parametrem
calkowitym m > 2. Ma on dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych iloczyn jest réwny 1.

Jezeli liczba x jest pierwiastkiem tego tréjmianu, to spelnia ona tez nastepujace

rownosci:
2
Czoléwka ligi zadaniowej &” =mz — 1,
Klub 44 M . 3:4:m2$2-2mm+1=m2(mm—1}—2mx+1:
po uwzglednieniu ocen rozwiazan 3 2

zadan 385 (WT=2,13) i 386 (WT=1,40) =(m” = 2m)z + (1 —m~),

z numeru 9/1999 5 3 2 - L 3 L
Krzysztof Zapisek — Warszawa 42,22 L= (m - 277’1).’1,' + (1 —m )x B (m = 2m) (mm = 1) + (1 - m ).'L' =
Janusz Olszewski — Suwalki 41,44 . 4 2 3
Andrzej Daniluk - Krakéw 40,80 =(m" -3m"+ 1)z + (2m — m’),
Rafat Pikula — Wroclaw 38,00 . . " 4 2
Jerzy Witkowski  — Radlin 34,62 czyli jest pierwiastkiem wielomianu P(z) = z°® — az + b, gdzie a = m* — 3m? + 1 oraz

b =m® — 2m. Przyjmujac jako m kolejne liczby calkowite wieksze od 2, otrzymujemy
rézne pary liczb catkowitych (a,b); a wéréd pierwiastkéw wyznaczonego przez nie
wielomianu P(z) znajduja sie pierwiastki tréjmianu kwadratowego z° — ma + 1,

o iloczynie réwnym 1.
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