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Poprzednio podalismy sposób obliczania liczby Grundy'ego
r(n) gry RÓZNE STOSY rozpoczynajacej sie od jednego
stosu zlozonego z n bierek i obliczylismy r(n) dla n ~ 10.
Dalsze wartosci r(n) podane sa w ponizszej tabeli (numer
kolumny jest cyfra jednosci liczby n, a numer wiersza jest

równy [fa-]).
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Z pomoca tej tabeli odpowiemy na pytania zadane przed
miesiacem. Po pierwsze odczytujemy, ze r(37) = 1, wiec
rozpoczynajacy ma strategie wygrywajaca· Po drugie
stwierdzamy, ze dobre posuniecia pierwszego gracza to
podzial stosu 37 bierek na dwa stosy o licznosciach 3 i 34,
5 i 32, 6 i 31, 8 i 29 lub 9 i 28.

Tak wiec dobrych posuniec jest az 5. Na przyklad liczba
Grundy'ego pozycji zlozonej ze stosów majacych 8 i 29
bierek jest równa r(8) +2 r(29) = 2 +2 2 = O, wiec istotnie
pozycja ta jest wygrywajaca dla drugiego gracza.

I wreszcie, skoro nasz przeciwnik popelnil blad
w pierwszym ruchu, dokonujac podzialu wyjsciowego
stosu na stosy liczace 17 i 20 bierek, to mamy mozliwosc
zapewnienia sobie wygranej. Jest tylko jeden ruch
wygrywajacy, a mianowicie podzial stosu z 17 bierkami na
stosy majace 10 i 7 bierek. Podajemy wiec przeciwnikowi
pozycje zlozona z trzech stosów majacych odpowiednio
20, 10 i 7 bierek. Pozycja ta jest wygrywajaca dla
drugiego gracza, gdyz jej liczba Grundy'ego wynosi
r(20) +2 r(10) +2 r(7) = O +2 O +2 O = O.

I na koniec jeszcze jedna uwaga. W grze RÓZNE STOSY
na ogól strategie wygrywajaca ma gracz rozpoczynajacy.
Wyjatkiem sa te licznosci n wyjsciowego stosu, dla których
r(n) = O. Oto pelna lista takich n ~ 1000:

1, 2, 4, 7, 10, 20, 23, 26, 50, 53, 270, 273, 276, 282, 285,
288, 316, 334, 337, 340, 346, 359, 362, 365, 386, 389, 392,
566, 630, 633, 636, 639, 673, 676, 682, 685, 923, 926, 929,
932.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (21/1)

Wyjasnienie oszustwa (21'): Dla n = 21 dowód twierdzenia
sie nie udal, ale samo twierdzenie jest prawdziwe, gdyz np.
53 == -1 (mod21).

Okazuje sie bowiem, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
prawie wszystkich liczb nieparzystych n.

Idea poprawnego dowodu jest nastepujaca.

Rozkladamy n na iloczyn poteg róznych liczb pierwszych,
n = p'{lp~2 ... P'::' .

Mamy znalezc takie a i k, aby a t:- -1 (mod n) oraz
ak == -1 (modn). Korzystajac z chinskiego twierdzenia
o resztach zauwazamy, ze jest to równowazne znalezieniu
takich liczb al, a2, , as i k, ze a~ == -1 (modp~i) dla
wszystkich i E {l, 2, , s}, a przy tym aj t:- -1 (modp~j)

dla co najmniej jednego j E {l, 2, ... , s}. Jak znalezc takie
liczby al, a2, ... , as i k? Otóz wybieramy takie j, aby

liczba p~j nie byla liczba pierwsza Fermata (tj. liczba
pierwsza postaci 22m + 1). Wystarczy, na przyklad, aby
Wj > 1. Wówczas znajdziemy takie k nieparzyste oraz
aj t:- -1 (modp~j), ze aj == -1 (modp~j). Wynika to
z faktów teorioliczbowych, których omawianie pominiemy.
Wystarczy teraz przyjac ai = p~i - 1 dla i i=- j.

To konczy dowód twierdzenia w przypadku, gdy
w rozkladzie liczby n na potegi liczb pierwszych wystepuje
liczba pierwsza w potedze wiekszej od 1 lub liczba pierwsza
nie bedaca liczba pierwsza Fermata.

Jesli n jest iloczynem róznych liczb pierwszych Fermata
wiekszych od 3, to mozemy przyjac k = 2 i wówczas uda
sie dobrac al, a2, ... , as o wlasnosciach podanych powyzej.
Znowu pomijamy teorie, która za tym stoi.

Jesli n jest iloczynem róznych liczb pierwszych
Fermata, wsród których wystepuje liczba 3, wówczas
(i tylko wówczas) twierdzenie jest falszywe. Wynika
to z faktu, ze dla zadnej liczby pierwszej Fermata p

kongruencja ak == -1 (modp) nie moze byc spelniona przez
a t:- -1 (modp) i k nieparzyste. Gdyby zatem twierdzenie
bylo prawdziwe dla n bedacego iloczynem róznych
liczb pierwszych Fermata, k musialoby byc parzyste.
Tymczasem dla k parzystego kongruencja ak == -1 (mod3)
zachodzic nie moze.

Znanych jest 5 liczb pierwszych Fermata: 3, 5, 17,
257 i 65537. Wobec tego twierdzenie jest falszywe dla
nastepujacych 15 liczb nieparzystych n > 3: 15, 51,
255, 771, 3855, 13107, 65535, 196611, 983055, 3342387,
16711935, 50529027, 252645135, 858993459, 4294967295.

I tylko dla tych 15 liczb, o ile nie istnieja liczby pierwsze
Fermata poza wymienionymi powyzej.
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0123456789
0001021021
10213213243
20430430412
33124124124
41541541541
50210215213
62132432432
74324324324
85245243743
97437435235
10 2 3 5 2 3 5 2 3 5 2
113523523523
12 5 2 3 5 2 4 5 2 4 5
13 2 4 5 2 4 5 2 4 8 2
14 4 8 2 4 3 2 6 3 2 6
15 3 2 6 3 2 8 3 2 11 3
16 2 11 3 2 11 3 2 11 3 2
17 8 3 5 8 3 5 7 3 5 7
18 3 12 7 3 8 7 3 8 7 3
19 12 5 3 12 5 3 10 5 3 4
20 5 3 4 2 3 4 2 3 4 2
21 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3
22 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4
23 2 10 l· 2 5 l 2 5 l 2
24 5 3 2 5 3 4 5 3 4 5
25 3 4 5 3 4 2 3 4 2 3

o l 2 345 678 9
26 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4
27 O 3 4 O 3 4 O 3 4 2
28 3 l O 14 l O 14 l O 5
29 l 13 5 l 13 5 l 13 2 l
30 13 2 l 13 2 l 13 2 l 13
31 2 3 13 2 3 13 O 3 14 2
32 3 16 2 3 l 2 16 l 2 16
33 l 2 16 l O 16 l O 12 l
34 O 12 l 5 2 l O 2 l 5
35 2 l 5 2 8 3 2 4 3 O
36 8 5 O 3 5 O 3 5 2 3
37 5 2 4 5 2 4 5 2 4 12
38 7 4 3 7 4 3 O 4 3 O
39 2 3 O 2 3 5 2 3 5 2
40 3 5 2 3 5 2 3 5 2 3
41 5 2 3 5 2 3 5 2 4 5
42 2 4 5 2 4 5 2 4 5 2
43 4 16 2 4 3 2 4 3 2 8
443283283283
45 2 11 3 2 11 3 7 11 3 5
46 11 3 5 4 3 5 14 3 5 7
47 3 5 2 3 7 2 3 8 2 3
48 8 2 ,3 8 2 3 16 2 3 16
49 2 3 4 2 3 4 2 3 4 8
50 11 4 2 11 9 2 4 6 5 4
51 6 5 13 6 2 13 6 2 16 6
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