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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (217)

Wyjasnienie oszustwa (21'): Dla n = 21 dowdd twierdzenia
sie nie udal, ale samo twierdzenie jest prawdziwe, gdyZ np.
5% = —1 (mod 21).

Okazuje sie¢ bowiem, ze twierdzenie jest prawdziwe dla
prawie wszystkich liczb nieparzystych n.

Idea poprawnego dowodu jest nastepujaca.

Rozkladamy n na iloczyn poteg réznych liczb pierwszych,
iy o W e

n=pi"py*...p3".

Mamy znalez¢ takie a i k, aby a # —1(modn) oraz

abi= =1 (modn). Korzystajac z chinskiego twierdzenia

o resztach zauwazamy, ze jest to réwnowazne znalezieniu

takich liczb a1, az, ..., as i k, ze af = —1 (mod p}"*) dla

wszystkich i € {1,2,...,s}, a przy tym a; # —1 (modp}v"')

dla co najmniej jednego j € {1,2,...,s}. Jak znalez¢ takie

liczby a1, az, ..., as 1 k? Ot6z wybieramy takie j, aby

liczba p;"j nie byla liczba pierwsza Fermata (tj. liczba

pierwsza postaci 22" 4 1). Wystarczy, na przyktad, aby

w; > 1. Wéwezas znajdziemy takie k nieparzyste oraz

a; # —1(modp;?), ze a¥ = —1(modp;”). Wynika to

z faktéw teorioliczbowych, ktérych omawianie pominiemy.

Wystarczy teraz przyjaé¢ a; = p;* — 1 dla i # j.

To konczy dowdd twierdzenia w przypadku, gdy

w rozkladzie liczby n na potegi liczb pierwszych wystepuje
liczba pierwsza w potedze wiekszej od 1 lub liczba pierwsza
nie bedaca liczba pierwsza Fermata.

Jedli n jest iloczynem réznych liczb pierwszych Fermata
wiekszych od 3, to mozemy przyja¢ k = 2 i wowczas uda
sie dobra¢ ai, as, ..., as o whasnosciach podanych powyzej.
Znowu pomijamy teorie, ktéra za tym stoi.

Jesli n jest iloczynem réznych liczb pierwszych

Fermata, wéréd ktérych wystepuje liczba 3, wéwcezas

(i tylko wowezas) twierdzenie jest falszywe. Wynika

to z faktu, ze dla zadnej liczby pierwszej Fermata p
kongruencja a® = —1 (mod p) nie moze by¢ spelniona przez
a # —1(modp) i k nieparzyste. Gdyby zatem twierdzenie
bylo prawdziwe dla n bedacego iloczynem réznych

liczb pierwszych Fermata, k musialoby by¢ parzyste.
Tymeczasem dla k parzystego kongruencja a* = —1(mod 3)
zachodzi¢ nie moze.

Znanych jest 5 liczb pierwszych Fermata: 3, 5, 17,

257 i 65537. Wobec tego twierdzenie jest falszywe dla
nastepujacych 15 liczb nieparzystych n > 3: 15, 51,

255, 771, 3855, 13107, 65535, 196611, 983055, 3342387,
16711935, 50529027, 252645135, 858993459, 4294967295.

I tylko dla tych 15 liczb, o ile nie istnieja liczby pierwsze
Fermata poza wymienionymi powyzej.
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GRY (13)

Poprzednio podaliémy sposéb obliczania liczby Grundy’ego
r(n) gry ROZNE STOSY rozpoczynajacej si¢ od jednego
stosu zlozonego z n bierek i obliczylismy r(n) dla n < 10.
Dalsze wartoéci r(n) podane sa w ponizszej tabeli (numer
kolumny jest cyfra jednosci liczby n, a numer wiersza jest
réwny %] ).

0123 4586 7T 389 01234567829
0 001 0210 21 264 2 3 42342 34
1|0 213 2 1 3 2 43 27/0 3 4 0 3 4 0 3 4 2
210 430 430 412 2813 1 0141 0141 0 5
3/3 124124124 29/1135 1135 1132 1
4|11 5415415 41 30({132 1132 1132 113
5|0 210 215 2 13 31|2 3132 3130 3142
6|2 132 432 4 32 3213162 3 1 2161 216
7|4 324 324 3 24 33/1 2161 0161 0121
8|5 245 243 7 43 340121 5 2 10215
9|7 437435 2 35 35/2 15 28 32430
10|2 352 352 3 52 3|8 5 035036523
11|32 523 523 5 23 37|5 2 45 245 2 412
12| 5 235 245 2 45 38|7 437430430
13|2 452 452 4 82 30/2 302352352
14| 4 824 326 3 26 40(3 52 352352 3
153 263 283 2113 41(5 2 3 5 2 35 2 4 5
16/ 2 113 2113 2 11 3 2 42(2 4 5 2 45 2 45 2
17/!8 358 357 3 57 43|14162 4 3 2 4 3 2 8
18(3 1273 873 8 73 44|13 2 8 3 2 8 3 2 8 3
1912 5 312 5 310 5 3 4 45/2113 2113 7113 5
20| 5 342 342 3 42 46(11 3 5 4 3 5143 5 7
21/3 423 423 4 23 47|33 523 723 82 3
22| 4 234 234 2 34 48|/8 2 3 8 2 3162 316
23| 2 101-2 512 5 12 49|12 3 4 2 3 4 2 3 4 8
245 325 345 3 45 501114 2119 2 4 6 5 4
25|33 453 423 4 23 51|6 5136 2136 2 16 6

Z pomoca tej tabeli odpowiemy na pytania zadane przed
miesiacem. Po pierwsze odczytujemy, ze r(37) = 1, wiec
rozpoczynajacy ma strategie wygrywajaca. Po drugie
stwierdzamy, ze dobre posuniecia pierwszego gracza to
podazial stosu 37 bierek na dwa stosy o licznosciach 3 i 34,
5132,6i31,81291lub91i28.

Tak wiec dobrych posunieé jest az 5. Na przyklad liczba
Grundy’ego pozycji zlozone]j ze stoséw majacych 8 i 29
bierek jest réwna r(8) +2 r(29) = 2 42 2 = 0, wiec istotnie
pozycja ta jest wygrywajaca dla drugiego gracza.

1 wreszcie, skoro nasz przeciwnik popelnil blad

w pierwszym ruchu, dokonujac podzialu wyjiciowego
stosu na stosy liczace 17 i 20 bierek, to mamy mozliwosé
zapewnienia sobie wygranej. Jest tylko jeden ruch
wygrywajacy, a mianowicie podzial stosu z 17 bierkami na
stosy majace 10 i 7 bierek. Podajemy wigc przeciwnikowi
pozycje zlozona z trzech stoséw majacych odpowiednio
20, 10 i 7 bierek. Pozycja ta jest wygrywajaca dla
drugiego gracza, gdyz jej liczba Grundy’ego wynosi

?‘(20) 42 r(10) 42 ?‘(7) =0420420=0.

I na koniec jeszcze jedna uwaga. W grze ROZNE STOSY
na ogdl strategie wygrywajaca ma gracz rozpoczynajacy.
Wyjatkiem sa te licznosci n wyjsciowego stosu, dla ktdrych
r(n) = 0. Oto pelna lista takich n < 1000:

1, 2, 4, 7, 10, 20, 23, 26, 50, 53, 270, 273, 276, 282, 285,
288, 316, 334, 337, 340, 346, 359, 362, 365, 386, 389, 392,
566, 630, 633, 636, 639, 673, 676, 682, 685, 923, 926, 929,
932.
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