Sinusy, iloczyny i sumy
Grzegorz RZADKOWSKI
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(1) Sin 5 - sin oo - sin o - IR
gdzie n jest dowolna liczba naturalng wieksza od 1, pojawia sie w wielu
podrecznikach i zbiorach zadan. Mozna ja znalezé, na przyklad, w znakomitym
Zbiorze zadan z algebry (PWN, Warszawa 1972) (zadanie 2.34.3) Leona
Jesmanowicza i Jerzego Losia. Chociaz tozsamo$é (1) ma charakter czysto
rzeczywisty, to wszystkie znane jej dowody opieraja sie na liczbach zespolonych.
Paul J. Nahin w swojej ksiazce An imaginary tale; the story of v/—1 (Princeton
University Press, 1998) pisze ,,...can you even begin to imagine how to derive
them without /=17 I can’t” (str. 72), majac na my$li tozsamoéé (1) oraz jej
odpowiednik, w ktérym funkcja sinus zostala zastapiona przez kosinus.

Sprébujmy zatem znalezé dowdd, w ktérym nie beda wystepowadé liczby
zespolone. Wezmy pod uwage znany wzér (k € N, z € R)
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+ (5) cos* P gsin®z — ... ;

w ktérym suma po prawej stronie jest, oczywiscie, skoniczona. Ostatnim jej
wyrazem, z odpowiednim wspélezynnikiem, jest sin® z dla k nieparzystego lub
coszsin®* ! z dla k parzystego. Wzoru (2), razem z podobnym wzorem dla

cos kx, mozna bez trudu dowie$¢ za pomoca indukcji matematycznej. Zatézmy,
ze liczba k jest parzysta, k = 2n, i przepiszmy jeszcze raz wzér (2), wyciagajac
przed nawias czynnik sin z cos z wystepujacy w kazdym skladniku po prawej
stronie
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Rozpatrzmy teraz wyrazenie stojace w nawiasie kwadratowym w powyzszym
wzorze 1 podstawmy w tym wyrazeniu ¢ = sin z. Otrzymamy nastepujacy
wielomian stopnia (2n — 2)
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Zauwazmy, ze, patrzac na wzor (3), mozna latwo wypisaé wszystkie (2n — 2)
pierwiastki tego wielomianu. Czytelnik sprawdzi, ze sa to liczby
gl o L gx 3 o (n=1Dm
:tsm%, :I:Sm%? =+ sin EmelR =+ sin %

Wspélczynnik przy najwyzszej potedze t?"~? wielomianu (4) wynosi

o () (3)+ () () e

: ; 2n
a wyraz wolny jest réwny s 2n.

W takim razie jeden ze wzoréw Viéte’a, na iloczyn pierwiastkéw, daje

L9 ™ 92w | L, 3w . o (n—1)r 2n
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i tozsamos¢ (1) wynika z pierwiastkowania obu stron powyzszej réownosci.
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Apologia

W zupelnie nieoczekiwany sposéb
dolaczytem do znanego z ['-limatiasu
oszusta. Oté6z w moim artykule

z numeru 22000 przekonywalem, Ze za
pomocy indeksu mozna rozrézniac
ujscie wody od jej Zrodla. Tymcezasem
indeks krzywej reaguje zaréwno na
ujécie, jak i Zrédlo w ten sam sposéb:
wektory predkosci obracaja sie w te
sama strone. Okazuje sie zatem,

ze aby widzieé to, czego nie widac,
trzeba najpierw widziec to, co widag,

a w szczegblnodci odrézniaé strong lewa
od prawej. ..

W.5.

Zwréémy uwage, ze powyzszy sposéb pozwala na otrzymanie innych ciekawych
tozsamogci. Obliczmy, na przyklad, wspélczynnik wielomianu (4) stojacy
przy t2. Wynosi on, jak latwo zauwazy¢,

—(21“') (i) (2;) - -%n(n —B(h1)

i stad mamy nastepny, zwigzany z tym wspélczynnikiem, wzér Viéte’a

n—1 — 4
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gdzie —  (,daszek”) oznacza, ze dany czynnik nie wystepuje w iloczynie.
Dzielac stronami (6) przez (5), otrzymujemy takze
1 1 1 _sn(n-1(n+1) 2

+...+ = =—-(n—-1)(n+1).
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Zachecamy Czytelnika, zeby — po pierwsze — sprébowal wypisa¢ pozostale
wzory Viéte’a, a — po drugie — zastanowil si¢ glebiej nad opisang metoda.
Moze powstanie z tego ciekawa praca, ktéra wezmie udzial w Konkursie Prac
Uczniowskich Delty?

Redaguje fukasz WIECHECKI

M 913. W turnieju bierze udziat (m — 1)n + 1 zawodnikéw (m > 2). Udowodnic,
7e co najmniej jedno z ponizszych zdan jest prawdziwe:

a) Mozna wybraé¢ m zawodnikéw, spoéréd ktérych zadni dwaj si¢ nie znaja.

b) Pewien zawodnik zna co najmniej n zawodnikéw.

Rozwiazanie na str. 16

M 914. Na kongresie kombatantéw okazalo si¢, ze kazdy kombatant ma wéréd
zgromadzonych co najmniej jednego znajomego, ale zadni dwaj kombatanci,
ktérzy maja réwna liczbe znajomych wéréd uczestnikéw kongresu, wspdlnego
znajomego nie maja. Udowodnié, ze na kongresie jest kombatant, ktéry ma
doktadnie jednego znajomego.

Rozwiazanie na str. 16

M 915. Kazdy spoéréd 90 uczestnikéw kursu postugiwania si¢ maska
przeciwgazowa ma co najmniej 10 kolegéw. Udowodnié, ze kazdy uczestnik kursu
moze zaprosi¢ na bal maskowy trzech uczestnikéw kursu tak, by wérdd czterech
zebranych kazdy mial nie mniej niz dwéch kolegow.

Rozwiazanie na str. 3

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 521. Punktowe zrédlo §wiatla umieszczone w odleglosci r od plaskiego ekranu
daje na érodku ekranu o$wietlenie E. Jak zmieni si¢ o§wietlenie w tym punkcie,
jezeli po drugiej stronie zrédia §wiatla w odleglodci r/2 umiesci¢ zwierciadlo
wkleste o promieniu r?

Rozwiazanie na str. 7

F 522. Wysoko nad plaszczyzna stolu znajduje sie punktowe zZrédlo Swiatla

o natezeniu 100 kandeli. Jakie bedzie o$wietlenie w punkcie znajdujacym si¢

pod zrédlem, jezeli na drodze promieni umiescimy poziomo soczewke o zdolnosci
skupiajacej réwnej 1 dioptrii. Zrédlo znajduje sie w ognisku soczewki.
Rozwigzanie na str. 4
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