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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (21')

Wyjasnienie oszustwa (21): Nie jest prawda,
ze z kongruencji a® = 1(modn) wynika a = +1(modn).

7 podzielnoéci nja® — 1, czyli n|(a + 1)(a — 1), nie wynika
wcale, ze musi zachodzié¢ jedna z podzielnoédci nja + 1 lub

n|a — 1. Takie wynikanie zachodzi wtedy, gdy n jest liczba
pierwsza lub potega nieparzystej liczby pierwszej, nie jest

jednak prawdziwe w ogdlnym przypadku.

Przyjmijmy n = 21 i przesledzmy dowdd twierdzenia.
Wéwezas r = 6, gdyz 2° = 1(mod 21), ale nie jest prawda,
ze 2% = +1(mod 21). Zatem podane twierdzenie jest

fatszywe dla n = 21.
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GRY (12)

Podstawowym dla rozwijanej przez nas teorii gier jest
nastepujacy fakt, ktéry przytoczymy bez dowodu:

Kazda gra jest réwnowazna jednej z gier 0, 1, 2, 3, 4, ...,
tzn. pewnej grze Nim zlozonej z jednego stosu.

Oznacza to, ze kazde] grze mozemy przypisaé liczbe
catkowita nieujemna (zwana liczba Grundy’ego gry), ktdra
pamieta wszystkie istotne dla nas informacje o danej grze.
Przy tym podkresdlié nalezy, ze gry 0, 1, 2, 3, 4, ... sa
parami nieréwnowazne. Tak wiec badanie réwnowaznosci
gier sprowadza sie do poréwnywania ich liczb Grundy’ego.
Liczbe Grundy'ego gry G oznaczaé bedziemy przez g(G).
Oczywiscie dla gier k € {0,1,2,3,4,...} zachodzi réwnosé

g(k) = k.

Gry o liczbie Grundy’ego 0 sa grami, w ktérych strategie
wygrywajaca ma drugi gracz (tzn. ten, ktéry gry nie
rozpoczyna), natomiast gracz rozpoczynajacy moze wygrac
kazda gre o liczbie Grundy’ego roznej od 0. W kazdej grze
strategia wygrywajaca polega na podawaniu przeciwnikowi
pozyeji, ktérych liczba Grundy’ego jest réwna 0.

Istnieje prosta procedura okredlania liczby Grundy’ego
danej gry na podstawie znajomosci liczb Grundy’ego jej
opcji (tzn. gier bedacych pozycjami, do ktérych mozna
przejéé w pierwszym ruchu). Jedli G = {G1,G2, ..., Gy},
to g(@G) jest najmniejsza liczba calkowita nieujemna, ktora
nie wystepuje wéréd liczb g(G1), g(Gz), ..., 9(Gn).

Do tego dodaé nalezy sposéb obliczania liczby Grundy’ego
sumy gier: g(G & H) = g(G) +2 g(H).

Masz juz pewnie dosy¢ tego suchego wyktadu o grach,
Drogi Czytelniku, przesledZzmy wiec, jak cala ta teoria
dziala w przypadku konkretnej gry, ktéra nazwiemy
ROZNE STOSY. Na czym polega ta gra? Na poczatku gry
jest jeden stos zlozony z pewnej liczby bierek. Jak zwykle
dwaj gracze wykonuja na przemian ruchy. Ruch polega
na wybraniu dowolnego stosu i rozdzieleniu go na dwa
niepuste stosy réznej licznoécei. Zgodnie z ogdlnie przyjeta
przez nas zasada, ze brak mozliwosci wykonania ruchu
oznacza przegrana, gra koriczy sie w momencie, gdy jeden
z graczy otrzyma od przeciwnika pozycje ztozona tylko ze
stoséw jedno- 1 dwubierkowych.

Niech r(n) oznacza liczbe Grundy’ego gry ROZNE STOSY
rozpoczynajacej sie od jednego stosu zlozonego z n bierek.

Sprobujmy obliczyé¢ wartoéei r(n) dla poczatkowych liczb
naturalnych n.

Dla n < 3 mamy jeden stos zlozony z jednej lub dwdéch
bierek. Nie mozna go podzieli¢ na dwa réine stosy, wiec
nie istnieje legalny ruch w tej grze, zatem r(1) = r(2) = 0.
Gracz, ktéry ma gre rozpoczynaé, przegrywa od razu.

n = 3. Jest tylko jeden legalny ruch: podzial stosu na

dwa stosy majace odpowiednio jedna i dwie bierki.

Liczba Grundy’ego pozycji zlozonej z dwéch stoséw

o licznodciach 1 i 2 wynosi 7(1) +2 r(2) = 0 +2 0 = 0. Zbiér
liczb Grundy’ego opcji gracza rozpoczynajacego jest wiec
jednoelementowy: {0}. Przy tym r(3) jest najmniejsza
liczba nieujemna, ktdra nie wystepuje w tym zbiorze,
zatem 7(3) = 1.

Dla n = 4 jedyny legalny ruch prowadzi do pozycji zlozonej
ze stosow o licznos$ciach 1 i 3. Poniewaz 7(1) +2 r(3) =
=0+21=1, wiec r(4) = 0.

Przy n = 5 sa juz dwa legalne ruchy, a mianowicie podzial
na stosy 1i 4 (z liczba Grundy’ego r(1) +2 r(4) = 0) oraz
podzial na stosy 2 i 3 (z liczba Grundy’ego 1). Tak wiec
r(5) = 2.

W podobny sposéb mozna stwierdzié¢, ze r(6) = 1, r(7) = 0,
r(8) =2, r(9) = 1 oraz r(10) = 0.

Dla przykladu prze§ledZzmy przypadek n = 8. Mozliwe sa
trzy ruchy rozpoczynajace gre, prowadzace do pozycji
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z liczbami Grundy’ego podanymi obok licznosei stoséw.
Liczba 2 jest najmniejsza liczba, ktéra nie wystepuje wéréd
liczb 0, 11 3.

I na koniec zadanie dla Czytelnikéw. Siadasz do gry
ROZNE STOSY z mato doéwiadczonym przeciwnikiem,
wiec dajesz mu fory w postaci pierwszego ruchu.
Przeliczasz bierki w stosie, jest ich 37. Niedobrze, my$lisz,
przeciwnik ma az 5 dobrych posunieé¢ w pierwszym ruchu
(jakich?). Oddychasz z ulga, gdy przeciwnik dzieli
wyjéciowy stos na stosy o licznoéciach 17 i 20. Teraz
wygrang masz w kieszeni. Jaki jest Twdj ruch?

Odpowiedz za miesiac.
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