
Zegary sloneczne
Przemyslaw OLBRATOWSKI

W naj dawniej szych czasach ludzie okreslali pory roku i dnia

obserwujac ruchy gwiazd, Ksiezyca, a przede wszystkim dzienna

wedrówke Slonca. Z czasem zaczeto wznosic specjalne budowle

ulatwiajace te obserwacje. W trzecim tysiacleciu p.n.e. w Egipcie,

Babilonii, Chinach i Indiach pojawily sie gnomony, czyli róznego

rodzaju pionowe slupy lub obeliski, których cien pozwalal na

dokladniejsze okreslenie polozenia Slonca na niebie. W pólnocnej

Europie czesto spotykalo sie natomiast kamienne kregi spelniajace

role kalendarza - jezeli stanelo sie w ich srodku, to mozna bylo

okreslic pore roku na podstawie tego, zza którego glazu wzeszlo

lub za który zaszlo Slonce. Najslynniejsza tego typu konstrukcja

jest Stonehenge w Anglii, zbudowany prawdopodobnie okolo

1840 roku p.n.e.

Zgodzimy sie chyba ze stwierdzeniem, ze pore dnia latwiej

jest okreslic na podstawie dlugosci cienia niz jego kierunku,

zwlaszcza jezeli jest sie w nieznanym terenie i nie ma do dyspozycji

kompasu. Zapewne dlatego jako pierwsze pojawily sie tzw. zegary

cieniowe, majace podzialke, z której pore dnia odczytywalo sie

z dlugosci cienia. Wynaleziono je w Egipcie okolo roku 2000 p.n.e.,

a funkcjonowaly takze w wersji przenosnej - np. do uzytku podczas
bitew.

Rys. 1. Schemat egipskiego zegara cieniowego.

Najstarsze zegary, w których wykorzystano kierunek cienia,

pochodza równiez z Egiptu, z okolo 800 roku p.n.e. Od tamtego

czasu staly sie podstawowym, wzorcowym przyrzadem do

odmierzania czasu. Rozpowszechnienie zegarów slonecznych bylo

wieksze, niz nam sie na ogól wydaje - np. w Sredniowieczu na

mocy dekretu papieskiego umieszczano je na wiezach wszystkich

kosciolów, aby wierni mogli punktualnie przybyc na nabozenstwo.

Wersje kieszonkowe byly uzywane - szczególnie podczas podrózy

- az do konca XIX w., poniewaz do tego czasu byly znacznie tansze

od zegarków mechanicznych.

Deklinacja Slonca, czyli kat 8 pomiedzy promieniem slonecznym

a plaszczyzna równika Ziemi, zalezy od pory roku i przyjmuje

wartosci od -23027' podczas przesilenia zimowego do +23°27'

podczas przesilenia letniego. Wartosci ujemne oznaczaja, ze Slonce

znajduje sie na poludnie od plaszczyzny równika, a dodatnie - ze na

pólnoc. W dniach obu równonocy deklinacja jest równa 0°. Fakty te

sa prosta konsekwencja tego, ze plaszczyzna równika jest nachylona

do plaszczyzny ekliptyki (czyli plaszczyzny, po której Ziemia

obiega Slonce) wlasnie pod katem c = 23°27'. Latwe rozwazania

geometryczne pozwalaja przekonac sie, ze zaleznosc deklinacji 8 od

dnia roku dana jest wzorem: sin 8 = sin c sin II, gdzie II jest katem,

który Ziemia przebiegla wokól Slonca od równonocy wiosennej.
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Podstawy
matematyki

w wieku XX

4. Polacy;
podsumowanie

Wiktor MAREK,
Jan MYClELSKI

Poprzednie czesci artykulu ukazaly sie

w Deltach: 9/1999, 11/1999 i 1/2000.

Spójrzmy teraz na role Polski w rozwoju

dwudziestowiecznychpodstaw matematyki.

Odzyskanie niepodleglosci Polski
w roku 1918zbieglo sie ze znacznym

ozywieniembadan naukowych. Wydawane

w Polsce "Fundamenta Mathematicae"

(których pierwszy tom ukazal sie
w roku 1920) skoncentrowaly sie na
tematyce szeroko pojetych podstaw

matematyki. Profil "Fundamentów" byl

i jest szerszy niz tylko logika i teoria

mnogosci - bardzo silnie reprezentowana
jest tam topologia, o której tu nic nie
piszemy. Niemniej jednak od samego

poczatku "Fundamenta" publikowaly wiele
zasadniczych prac w dziedzinie podstaw

matematyki.

Do "wielkichnazwisk" podstaw

matematyki w Polsce miedzy wojnami

naleza: Kuratowski, Sierpinski, a zwlaszcza
Tarski. Wyniki tych badaczy znajduja

sie dzis w podrecznikach logiki i teorii

mnogosci. Lista wazniejszychwyników
zarówno ich, jak i ich wspólpracowników,

jest dluga i trudno byloby adekwatnie
przedstawic wszystkie. Z koniecznosci
wspomnimy tylko najwazniejsze kierunki.

Podstawy w Polsce miedzy wojnami

uprawiane byly glównie w Warszawie
i we Lwowie.Badania w dziedzinie

"czystej" teorii mnogosci prowadzili

Sierpinski i Tarski, w dziedzinie "duzych"
liczb kardynalnych Sierpinski, Tarski

i Ulam (stad wlasnie wziely sie liczby

mierzalne wspomniane poprzednio).

Ulepszajac wczesniejszetwierdzenie
HausdorfIa, w 1924r. Banach i Tarski

pokazali, jak mozna rozlozyc kule na

skonczona liczbe odpowiednich czesci

i z tych samych czesci zlozyc dwie kule,

obie tej samej wielkosci,co wyjsciowakula.

Oczywiscie, czesci takie nie moga byc mierzalne

(no bo wtedy juz latwo wykazac, ze 1 = 2).
Istnienie takiego rozkladu wymaga zalozenia

aksjomatu wyboru.



Rys. 4. Zasada konstrukcji podzialki godzinowej zegara poziomego;

polos (odcinek AB) jest równolegly do osi Ziemi.

Wyobrazmy sobie, ze Ziemie przecieto na pól, usunieto pólkule

pólnocna i na srodku postawiono pionowo wskazówke, czyli slupek

o pewnej wysokosci - sytuacje taka przedstawia rysunek 2. Poniewaz

Ziemia obraca sie dookola wlasnej osi z predkoscia 150 na godzine,

wiec cien wskazówki bedzie sie przesuwal po plaszczyznie równika

z ta sama predkoscia. Jezeli zatem na przecietej Ziemi narysujemy

proste rozbiegajace sie od wskazówki w odstepach katowych co 15°,

to z tak uzyskanej skali bedzie mozna odczytac godzine·

Rys. 3. Sposób ustawienia zegara

równikowego. Kat r.p oznacza szerokosc

geograficzna·
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Rys. 2. Zegar sloneczny utworzony z Ziemi

przecietej wzdluz plaszczyzny równika

(dlugosc cienia jak w pierwszym dniu lata).

Linia odpowiadajaca godzinie O powinna byc poprowadzona

w kierunku poludnika, dla którego chcemy wyskalowac zegar. Znajac

dla danego dnia deklinacje 8 oraz wysokosc h wskazówki, mozna

obliczyc dlugosc cienia: l = h ctg 8. Rysujac okregi o promieniach

równych dlugosci cienia dla poszczególnych dat, otrzymujemy

skale, z której mozna odczytac dzien roku. Skonstruowalismy wiec

zegar z datownikiem! Oczywiscie w praktyce zamiast przecinania

Ziemi nalezy uzyc np. plaskiej deseczki umieszczonej równolegle

do plaszczyzny równika ze wskazówka równolegla do osi Ziemi.

Taka pozycje uzyskujemy, ustawiajac tarcze zgodnie z rysunkiem 3.

Zwrócmy uwage, ze na pólkuli poludniowej deseczka powinna byc

pochylona w przeciwna strone·

Dotychczas opisalismy tzw. zegar równikowy. Zastanówmy sie, jak

bedzie wygladac skala na tarczy umieszczonej poziomo. W tarcze te

wbijemy nie pionowy gnomon, ale wskazówke pochylona tak, aby

~'/).

~Q'\c.~'/).
<,b~ b~~

1>~'/). ~"

c,<t1 ~1>~
,'/).",1) :);c,~., ~'/).'"

0.0 'Q

18

Tarski wprowadzil definicje spelniania

i wykazal jego podstawowe wlasnosci.

Byl to prawdziwy poczatek teorii

modeli. Tarski wykazal tez twierdzenie

o niedefiniowalnosci pojecia prawdy,
udowodnil wiele twierdzen o liczbach

kardynalnych oraz twierdzenie

o rozstrzygalnosci geometrii elementarnej.

Badano tez problemy zwiazane

z aksjomatem wyboru (Tarski,

Lindenbaum i Mostowski), deskryptywna

teorie mnogosci (Kuratowski, Sierpinski,

Tarski i inni) i teorie "czesci i calosci"

(Lesniewski, Tarski). We wszystkich

tych dziedzinach znaczace byly wyniki

Alfreda Tarskiego. Jego wszechstronne

zainteresowania i mnogosc twierdzen

doprowadzily do rozkwitu podstaw

w Polsce w latach miedzywojennych.

W czasie drugiej wojny swiatowej

zginelo wielu polskich matematyków,

w szczególnosci logicy Lindenbaum

i Wajsberg, a inni rozproszyli sie

po swiecie. Tarski znalazl prace

w Uniwersytecie Stanu Kalifornia

w Berkeley. Szczesciem, w Polsce

pojawila sie nowa generacja badaczy

podstaw, a jako uboczny wynik rzadów

komunistycznych ulegla tez zmianie

organizacja nauki, stwarzajac wiele

nowych miejsc, gdzie matematyka (w tym

podstawy) mogla byc uprawiana. Na okres

powojenny przypadl rozkwit twórczosci

Andrzeja Mostowskiego. Do swojej

smierci w r. 1975 odgrywal on wielka

role w badaniach podstaw matematyki

w Warszawie. Grupa jego uczniów

(Ehrenfeucht, Grzegorczyk, Marek,

Rasiowa i Sikorski), a takze matematycy

wroclawscy (w tym Los, Mycieiski,

Pachoiski, Ryll-Nardzewski i Weglorz)

wznowili i rozwineli badania podstaw.

W Warszawie uzyskano znaczace wyniki

w teorii rekursji, niezupelnosci arytmetyki,

teorii mnogosci, logikach nieklasycznych

i innych dziedzinach. Kiedy w r. 1950

Tarski zaproponowal program badan teorii

modeli, Mostowski i jego wspólpracownicy

(szczególnie Ehrenfeucht) odegrali w nim

duza role, np. znalezli tzw. metode

elementów nieodróznialnych. Los (który

pracowal we Wroclawiu, a pózniej

w Toruniu i w Warszawie) wprowadzil

fundamentalna, konstrukcje ultraproduktu,

a takze pojecie "kategorycznosci w mocy" ,

jedno z podstawowych narzedzi teorii
modeli.-

Powojenne badania determinacji (Steinhaus

i MycieIski) daly bogata teorie zbiorów bez
tego paradoksu. W teorii tej wszystkie zbiory sa
mierzalne.
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Rys. 5. Metoda wykreslania tarczy

zegara poziomego.

byla równolegla do osi Ziemi - podobnie jak w zegarze równikowym.

Taka skosna wskazówka nazywa sie polosem - odpowiednia ilustracja

znajduje sie na rysunku 4. Oprócz plaszczyzny tarczy narysowano

tam plaszczyzne przechodzaca przez koniec polosu i prostopadla

do niego, czyli równolegla do plaszczyzny równika. Jest na niej

naniesiona znana nam juz podzialka godzinowa zegara równikowego

w postaci prostych co 15°. Proste te przecinaja tarcze pozioma

w oznaczonych numerami godzin punktach ukladajacych sie na

prostej k bedacej przecieciem obu plaszczyzn. Chwila zastanowienia

prowadzi do wniosku, ze cien polosu odpowiadajacy np. godzinie 14

lezy na prostej laczacej podstawe polosu A z punktem 14 - linia

ta jest bowiem przecieciem plaszczyzny tarczy z plaszczyzna

zawierajaca polos i kierunek "do Slonca" o tej godzinie.

Taki obraz nasuwa pomysl nastepujacej konstrukcji pokazanej

na rysunku 5. Prowadzimy na plaszczyznie prosta k. W pewnej

odleglosci d umieszczamy punkt B, a po drugiej stronie, w odleglosci

dl sin rp - punkt A w taki sposób, aby punkty te lezaly na

prostopadlej do k. Z B prowadzimy proste co 15° tak, by jedna

z nich byla prostopadla do k. Ich przeciecia z k oznaczamy

numerami, jak na rysunku. Nastepnie kreslimy proste przechodzace

przez punkt A oraz punkty oznaczone numerami - stanowia one

tarcze poziomego zegara slonecznego. Polos nalezy wbic w punkcie A

i pochylic w kierunku punktu B. Dlaczego tak jest? Jezeli zagniemy

plaszczyzne wzdluz prostej k i przechylimy lewa czesc do góry, to

punkt B oprze sie o koniec polosu i uzyskamy sytuacje z rysunku 4.

Tarcze zegara poziomego mozna wiec wykreslic, uzywajac niemalze

samej linijki bez podzialki i cyrkla, raz tylko wykorzystujac

katomierz - przy wyznaczaniu odleglosci dl sin rp.

We Wroclawiu dzialali: Los,

Ryll-Nardzewski i Slupecki, którzy

uzyskali wazne wyniki w teorii modeli

(wspomniane wyzej) oraz w aksjomatyzacji

arytmetyki. Tam tez, w roku 1961

Mycielski i Steinhaus sformulowali

aksjomat determinacji. Teoria determinacji

nalezy nadal do bardzo zywych tematów

teorii mnogosci.

I dzisiaj badania podstaw kontynuowane

sa w Polsce, przede wszystkim

w Uniwersytecie Warszawskim,

Uniwersytecie Wroclawskim i Instytucip,

Matematycznym PAN, a takze w innych

osrodkach. Mozna oczekiwac, ze i dalej

beda prowadzone.

Czas na podsumowanie. Spytajmy wiec,

jakie sa najwieksze osiagniecia podstaw

matematyki w dwudziestym wieku?

Wskazemy tu trzy, naszym zdaniem,

najwazniejsze.

• Zostala zbudowana aksjomatyczna

teoria mnogosci oparta na jednym

pojeciu pierwotnym: nalezeniu elementu

do zbioru. Dzisiejsza matematyka jest

ugruntowana na tej teorii. Jej aksjomaty

sa tak proste, ze mozna je zmiescic na

jednej stronie. Niemniej teoria mnogosci

Zermelo-Fraenkla (ZFC) nie rozstrzyga

wielu pytan z zakresu arytmetyki liczb

• Zostal zbudowany scisly jezyk dla

matematyki. Mozemy wiec dzis powiedziec,

czym sa zdania matematyczne oraz co to

jest dowód, czyli wyprowadzenie zdania

z jakiegos zbioru aksjomatów. Twierdzenie

Godla o zupelnosci dla logiki pierwszego

rzedu pokazuje adekwatnosc tego pojecia

dowodu wzgledem sprecyzowanej przez

Tarskiego semantyki opartej na pojeciu

struktury relacyjnej (modelu). Matematycy

dawniejszych wieków odwolywali sie

do intuicji logicznej, która dopiero

w XX wieku zostala w pelni opisana

i wyjasniona.

Prace Cohena spowodowaly, ze wielu

uczniów Mostowskiego zajelo sie modelami

teorii mnogosci i jej fragmentów. To

z kolei doprowadzilo do uogólnien

pojecia kwantyfikatora, a takze do

badan fragmentów arytmetyki (istotnych

w podstawach informatyki). Istotne tez

byly wyniki Szmielew, w tym dowód

rozstrzygalnosci teorii grup abelowych

i wiele rezultatów w podstawach geometrii.

Rasiowa i Sikorski rozwijali algebraiczne

podejscie do logiki. Dalsze badania

Rasiowej ewoluowaly w kierunku podstaw

informatyki, prowadzac do nowych

zastosowan podstaw.

d/sin rp

•
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Wykreslenie podzialki datownika jest juz nieco trudniejsze. Nie

bedziemy tego opisywac ufajac, ze zainteresowani Czytelnicy,

znajac wzór na deklinacje Slonca, sami beda w stanie rozwiazac ten

problem. Wyobrazmy sobie, ze na rysunku 4 plaszczyzna równolegla

do plaszczyzny równika zostala poprowadzona nie przez koniec

polosu B, ale przez jego podstawe A, i ze narysowano na niej okregi

podzialki datowej zegara równikowego. Podzialka datowa zegara

poziomego beda rzuty

srodkowe tych okregów na

pozioma tarcze z konca

polosu B. Jest faktem

znanym z geometrii,

ze rzuty srodkowe okregów

na plaszczyzne moga byc

hiperbolami, parabolami,

elipsami, okregami lub

A prostymi. W naszych

szerokosciach geograficznych

otrzymamy hiperbole oraz

prosta dla równonocy.

Kompletna tarcza

wykreslona dla szerokosci

Warszawy (rp = 52°15')
jest pokazana na okladce.

Przeciwprostokatna

zaznaczonego trójkata jest

polosem. Trójkat nalezy

"postawic", aby polos mógl

pelnic swoja funkcje.
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Supernowa 1984 E jest jedna z bardzo nielicznych,

które obserwowano przed eksplozja. Polozona jest

w galaktyce NGC 3169 i wybuchla 1 IV 1984 r. W jej widmie
znaleziono linie wodorowe nie biorace udzialu w wybuchu, co

dowodzi, ze wokól gwiazdy mogla istniec juz wczesniej otoczka

wodorowa. Otóz w galaktyce tej w 1981 r. obserwowano punktowy

obiekt z emisyjnymi liniami wodorowymi w tym wlasnie miejscu,

gdzie potem wybuchla supernowa, nie bylo natomiast tego

obiektu na zdjeciach z 1961 r. Oznacza to, ze otoczka wodorowa

mogla powstac w ciagu kilku lat przed wybuchem w wyniku

silnego wiatru gwiazdowego. Obserwacje robione po wybuchu

nie znalazly juz sladu otoczki. Biorac pod uwage, ze 6 V 1984 r.

juz jej nie bylo i znajac z obserwacji predkosc ekspandujacych

produktów wybuchu, ocenia sie, ze glówna masa otoczki

znajdowala sie w odleglosci 200 j.a. od gwiazdy.

Mówiac o zegarach slonecznych, spotykamy sie z czterema

wielkosciami - sa to: szerokosc geograficzna, kierunek

pólnoc-poludnie, data i godzina. Dotychczas zajmowalismy

sie wyznaczaniem daty i godziny, gdy dana byla szerokosc

geograficzna oraz kierunek pólnoc-poludnie. Za pomoca odpowiednio

skonstruowanych zegarów mozna wyznaczyc dowolne dwie sposród

tych wielkosci, znajac dwie pozostale. Podczas górskiej wycieczki

moze sie zdarzyc, ze znamy szerokosc i date, a nie wiemy, gdzie

jest pólnoc i która godzina. Informacje te mozemy uzyskac np. za

pomoca zegara równikowego - takiego, jak na rysunku 3. Kat

pochylenia tarczy jest ustalony. Stawiamy zegar na poziomej

powierzchni i tak obracamy calosc, aby koniec cienia znalazl sie na

okregu odpowiadajacym wlasciwej dacie. Z podzialki godzinowej

odczytujemy wtedy godzine, a ustawienie zegara wskazuje pólnoc.

Okazuje sie, ze taki sloneczny kompas jest lepszy od kompasu

magnetycznego. Czytelnicy nie beda zapewne mieli problemu

z wyjasnieniem, jak to samo zrobic za pomoca zegara poziomego.

W przeszlosci budowano wiele typów zegarów o róznych tarczach

- plaskich, walcowych, kulistych wkleslych i wypuklych. Do

ciekawszych nalezaly tzw. zegary magnetyczne, które nalezalo

tak obrócic, aby cien padl w scisle okreslone miejsce, a wtedy

godzine pokazywala igla dolaczonego kompasu. Konstruowano

tez zegary ksiezycowe - do uzytku w nocy. Wiele ciekawych

egzemplarzy mozna dzis zobaczyc w muzeum im. Przypkowskich

w Jedrzejowie kolo Kielc. Znajduje sie tam trzecia co do wielkosci

kolekcja na swiecie. Rózne zegary sa tez pokazywane na Wydziale

Fizyki UW, podczas Festiwalu Nauki we wrzesniu kazdego·

roku. Osoby zainteresowane zapraszamy na strone internetowa

http://zfjavs . fuw. edu.pl/-polbrat, gdzie mozna obejrzec

zabytkowe zegary z calego swiata oraz zegary sloneczne cyfrowe,

pokazujace godzine jak na wyswietlaczu elektronicznego zegarka!

Na tej stronie znajduje sie tez program wykreslajacy pelna tarcze

zegara poziomego dla dowolnych wspólrzednych geograficznych.

naturalnych lub podstaw analizy

matematycznej. Nadal trwa rozbudowa

teorii ZFC za pomoca nowych mocnych

aksjomatów.

• Zostala zbudowana teoria funkcji

obliczalnych i algorytmów. Mamy jasne

rozróznienie miedzy ogólnym pojeciem

funkcji a jego podklasa funkcji obliczalnych

(o argumentach i wartosciach naturalnych

lub rzeczywistych). Zniklo dawne

pomieszanie miedzy ogólnym pojeciem

funkcji i bardziej specjalnym pojeciem

funkcji obliczalnych. Badane sa tez

bardziej konkretne pojecia (na przyklad

klasy PTIME i NPTIME).

Zatem podstawy matematyki ulegly

wielkiemu rozwojowi w XX wieku,

pomimo tego, ze naturalna hipoteza,

iz podstawowe teorie matematyczne

(PA, ZFC) sa zupelne, zostala obalona

przez Godla. Stwierdzenie Hilberta, ze

"Musimy wiedziec, bedziemy wiedziec"

okazalo sie zbyt smiale - matematyka

jest bogatsza i mniej uchwytna, niz

sadzono. A jednak uzyskano odpowiedzi

na podstawowe pytania XIX wieku

i odpowiedzi te okazaly sie zaskakujace

i piekne. Nasuwa sie pytanie, czy podstawy

matematyki (i informatyki) za sto lat beda

nadal oparte na pojeciach, na których

byly oparte w wieku dwudziestym?

Zaryzykujmy twierdzenie, ze uniwersum

zbiorów z relacja nalezenia pozostanie

fundamentalna struktura, na której opierac

sie bedzie cala matematyka.

Na zakonczenie sformulujemy trzy otwarte

problemy podstaw matematyki, które

wydaja sie nam szczególnie wazne.

- Rozwinac efektywne metody

automatycznego budowania

dowodów hipotez matematycznych,

a przynajmniej takich, które maja

proste dowody!

Istnieja juz interesujace metody tego

rodzaju (zajmuje sie tym dziedzina

nazywana "automatyczne dowodzenie

twierdzen" ), ale te metody ani nie

umieja budowac wiekszosci dowodów,

które matematykom wydaja sie latwe,

ani dowody, które te metody buduja,

matematykom nie wydaja sie latwe.

Poza tym dotychczasowe metody nie sa

dynamiczne w tym sensie, ze nie umieja

poslugiwac sie wiedza matematyczna,

która mozna by im dostarczac. Mamy

nadzieje, iz postepy sztucznej inteligencji

w XXI wieku doprowadza do znalezienia

efektywnych, dynamicznych, metod

dowodzenia hipotez matematycznych.

4

W dowolnym wieloscianie

wypuklym suma liczby scian

trójkatnych i liczby wierzcholków

trójsciennych jest równa co

najmniej 8. Te najmniejsza

sume osiagaja np. osmioscian

foremny (8 + O), czworoscian

(4 + 4) i szescian (O + 8). A czy

sa jeszcze inni minimalisci?

Szescian ma 11 róznych siatek

(umawiamy sie, ze nie rozcinamy
scian, i ze kazda sciana laczy

sie calym bokiem z co najmniej

jedna inna). A czworoscian

foremny ma ich 2. Pouczajacym

zajeciem jest obliczenie liczby

róznych siatek dla pozostalych

wieloscianów foremnych. ~ t l


