Skrét pracy nagrodzonej zlotym
medalem w Konkursie Uczniowskich
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Rozwiazanie zadania F 519.
Energia pradu elektryeznego jest
zuzywana na ogrzauie wody i na zamiane
jej w pare, czyli:
nPt = em(tyg —t1) +rm ,
gdzie m = pV — masa wody w czajniku.
Moc pradu P = U2/R. Stad otrzymujemy

;J'l"j'_r;'.'.n — t1)

-] .
R =~ 12 minut.

O liczbie podzialéw wielokagta
wypuklego na réwnolegloboki

Jakub Onufry WOJTASZCZYK

Latwo dowieéé, ze dowolny parzystokat foremny mozna podzieli¢ na romby

o bokach tej samej dlugosci co boki parzystokata. Na ile sposobdéw da sig to
zrobié? Jasne jest, ze dla kwadratu sposéb jest tylko jeden, dla szedciokata

— dwa (rysunek). Dla o$miokata sposobéw podziatu jest osiem, dla dziesiciokata
— szedtdziesiat dwa. Tempo wzrostu tych liczb zniecheca do bezposredniego
rozwigzywania problemu dla dwunastokata (908 sposobéw). Pojawia sie zatem
problem oszacowania rozwazanych liczb, a takze okreslenia ich wlasnosci.

Kluczem do rozwigzywania tego zagadnienia okazalo sie¢ wymyslone przez
Piotra Przytyckiego tzw. przedstawienie przez nici. Udowadniamy mianowicie,
ze w kazdym podziale wielokata wystepuja ciagi rombéw biegnace od dowolnego
boku wielokata do boku przeciwleglego, zlozone z rombéw o jednej parze bokéw
réwnoleglej do tegoz boku wielokata (na rysunku dla boku AB sa to ABCO

i COED). Laczymy te boki krzywa, ktéra nazywaé bedziemy niciag. Postepujac
tak dla kazdej réwnolegtej pary bokéw wielokata, otrzymamy uklad nici. Otéz
da sie udowodnié, ze dowolny uktad takich krzywych skoiniczonych otwartych,

ze zadne trzy nie przecinaja sie¢ w jednym punkcie, kazde dwie przecinaja si¢
raz'i tylko raz, oraz kazdy koniec krzywej wychodzi poza pole objete innymi
krzywymi, jest ukladem nici, oraz ze kazdy uklad nici spelnia podane wyze]
trzy warunki. Uméwmy sie, ze uklady nici bedziemy uwazaé za rézne tylko
wtedy, gdy réznia sie kolejnoscia przecinania nici. Wéwczas rézne uktady nici
odpowiadaja réznym podzialom wielokata i zamiast liczy¢ podzialy mozemy
liczy¢ uklady nici.

W dowodzie tego wykorzystuje przydatny péiniej i ciekawy sam w sobie lemat
méwiacy, ze jezeli w ukladzie nici pod dana nicia A jest chociaz jedno przecigcie
dwéch innych nici, to istnieja takie nici B i C, ze pola ograniczonego przez nici
A, B i C nie przecinaja zadne inne nici. Dowdd przebiega nastepujaco: wezmy
takie nici B i C' przecinajace si¢ pod A, ze nici B nie przecina miedzy A i C'
zadna ni¢. (Zeby znalezé takie pole, wystarczy wzia¢é dowolna ni¢ B przecinang
pod A oraz ni¢ C przecinajaca B najblizej A.) Ponadto niech beda to nici takie,
ze pole ABC przecinane jest przez najmniejsza mozliwa liczbe nici. Jezeli ta
liczba nie jest zerem, to rozpatruje ni¢ D, ktéra przecina C najblizej A. Nici C
miedzy A i D nie przecina wiec zadna ni¢, a dowolna ni¢ przecinajaca ADC
przecina tez ABC, poza tym ABC przecina jeszcze D, co przeczy minimalnosci
ABC, wiec ABC nie moze przecina¢ zadna nic..

Latwo spostrzec, ze te sama technike mozemy zastosowa¢ do dowolnego 2n-kata
érodkowosymetrycznego. Otrzymany zbiér ukladéw nici bedzie taki sam,

jak dla 2n-kata foremnego, co oznacza, iz liczba pOleal’OW kazdego 2n-kata .
érodkowosymetrycznego jest taka sama. -

Jak widaé, uzyskaliSmy dzieki pojeciu nici nowe, potgzne uarzqdzw pracy.

Za jego pomoca mozemy osmgn@c z duza tatwoscia dosy¢ dobre oszacowanie
dolne oraz dosyé kiepskie oszacowanie gérne. Najpierw Zd.jmljnly sie '
oszacowaniem dolnym. ;

Wezmy dowolny uklad n — 1 nici. Zastanéwmy sie, na ile sposobéw pomiedzy
niémi 1 i n — 1 mozemy dodaé nowa ni¢. Mozemy poprowadzic jq sama,

géra, tj. tak zeby pozostale nici przecinala w kole;nosm 12,3, n—%
Korzystajac ze wspomnianego wezedniej lematu, wiem, ze pod nicia n istnieje
pole nie przecinane zadna nicia, czyli skrzyzowanie dwéch/niei znajdujace sie
bezposrednio pod n. Przelézmy wiec ni¢ n na druga strone tego skrzyzowania,
by otrzymaé nowy uklad. Procedure powtarzamy, dopéki pod nicia n

nie skoficza si¢ skrzyzowania, czyli (5) + 1 razy. Taka operacje mozemy
przeprowadzié¢ dla kazdego uktadu n — 1 nici, za kazdym razem otrzymujac
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Rozwigzanie zadania M 910.

Nie mozna. Dla skorficzonego zbioru
parabol rozwazmy dowolna prosta nie
réwnolegla do zadnej z osi parabol.
Przeciecie te] prostej z wnetrzem kazdej
z parabol jest skoficzonym odcinkiem.
Dla dowolnej paraboli istnieje bowiem
uklad wspolrzednych, w ktérym ma ona
réwnanie y = az” (a > 0). Réwnanie
rozwazanej prostej ma w nim postac

y = kx + I. Punkt (z,y), nalezacy do
przeciecia wnetrza paraboli i prostej,
spelnia nieréwnosé ke 4+ > ax?, ktérej
zbiér rozwiazan jest albo pusty, albo
jest odeinkiem (1, z2), gdzie z1, T2 83
pierwiastkami wielomianu az® — kz — L.
Tak wiec na rozwaZane] prostej istnieja
punkty nie nalezace do wnetrza zadnej
paraboli z danego skotficzonego zbioru.

Zegar sloneczny stupkowy, Niemcy, 1611.

(3) + 1 réznych uktadéw. Wobec tego ukladéw n nici jest przynajmniej (5) + 1
razy wiecej niz ukladéw n — 1 nici. To daje mozliwo$¢ prostego rekurencyjnego
oszacowania z dotu liczby podziatdow.

Szacowanie z gory osiaga sie nastepujaco. W danym uktadzie n nici bierzemy
wszystkie ['_.:) tréjki nici. Porzadkujemy kazda z nich i przypisujemy jej liczbe 0,
jezeli druga i trzecia ni¢ przecinaja sie nad pierwsza, oraz liczbe 1, jezeli jest
przeciwnie. PrzyporzadkowaliSmy wiec kazdemu ukladowi n nici (g) elementowy
ciag zero-jedynkowy. Latwo udowodnié, ze réznym uktadom przyporzadkujemy
rézne ciagi. Skoro takich ciagéw jest 2(3), to ukladéw n nici nie moze byé
wiecej.

Wida¢ duza rozbieznos$é miedzy gérnym i dolnym szacowaniem. Dos¢
skomplikowanymi technikami jestem w stanie gérne szacowanie poprawié¢ do
rzedu n(3)/2 (na przytoczenie dowodu stanowczo nie mam miejsca), ale sukces
jest niewielki, rozbieznosé nadal pozostaje olbrzymia.

O wlasnosciach liczb podziatéw, ktére udowodnitem, tylko wspomne, nie
przytaczajac nawet dowodu. Po pierwsze, liczba podzialéw dzieli sie przez 2
w potedze nie mniejszej niz ta, w ktorej 2 dzieli liczbe bokéw wielokata. Po
drugie, jezeli potowa liczby bokéw jest pierwsza, to liczba podzialéw przy
dzieleniu przez liczbe bokéw daje reszte dwa.

Na zakonczenie podam dla zainteresowanych pare zadan i problemdéw (réznica
jest taka, ze zadanie umiem rozwiazac, a problem wrecz przeciwnie):
Z1) Udowodnié, ze w dowolnym podziale 6000-kata foremnego istnieje
przynajmniej 2000 punktéw, w ktérych stykaja sie dokladnie trzy romby.
72) Udowodnié, ze kazdy uklad nici spelnia podane w artykule trzy warunki.
Z3) Udowodnié, ze sposréd wielokatéw wypuklych tylko wielokaty
srodkowosymetryczne sa podzielne na skoriczona liczbe réwnolegltobokéw.
(Zadania Z1 i Z3 sa inspirowane zadaniami z obozu Olimpiady Matematycznej,
Zwardon 98.)

P1) Udowodnié, ze liczba podziatéw 2n-kata jest mniejsza lub réwna 2(3) albo
obalié¢ te teze (acz gleboko wierze, ze jest prawdziwa).
P2) Znalezé jakiekolwiek inne whasno$ci szczegdlne liczb podziatéw.

Jesli ktokolwiek chcialby podzieli¢ si¢ ze mna swymi przemysleniami
dotyczacymi tej tematyki (szczegdlnie interesuje mnie rozwigzanie problemu P1)
badz tez chcialby poznaé¢ pelne dowody faktéw przytoczonych w pracy,
zapraszam do skontaktowania sie ze mna za posrednictwem Redakcji Delty lub
poprzez e-mail: jwl89208@zodiac. mimuw.edu.pl.
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Rozwigzanie zadania M 912,
Wybierzmy uklad wspélrzednych tak, by réwnania paraboli mialy w nim postaé¢
2
y=pr
Niech odciete punktéw A; i B; beda réwne odpowiednio a; i b;. Tangens kata nachylenia prostej
A; A jest rowny

]

% P Eoon
+qr+r 1 y=pax +qzrt+r.

(pa? + qai + 1) — (pa3 + qa; + 1)

= pla; +a;) +q,
@i — aj

a prostej B;B; analogicznie p'(b; + b;) + ¢'. Z warunkéw zadania wynika, ze dla kazdego
0 < i < 2n — 1 zachodzi réwnosé
() plai +ais1) + 9 =p"(bi + bigy1) +q'.
Poniewaz odcinek Ag By jest wspdlna cieciwa obu parabol, wiec
(+) plao +bo) +q =p(ao +bo) + 4.
Mnozac stronami przez —1 réwnania (1), (3), ..., (Zn — 1) i dodajac je stronami do rdwnad (), (2),
{4}, ..., (2n), otrzymamy
plasn +bo) + g = p'(ban +a0) +¢',

co oznacza, e Az, By || Ban Ao.

Batwo jest podzieli¢ taka figure na dwie lub na trzy jednakowe czesci. Jak podzieli¢ ja na cztery jednakowe?
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