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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (21)

TWIERDZENIE: Dla dowolnej liczby nieparzystej n > 3
istnieja takie liczby calkowite ai k,ze 1<a<n—-2, k>1
oraz

a® = —1(modn) .

Dowdd: Skorzystamy ze znanego twierdzenia: jesli liczby
a i n sa wzglednie pierwsze, to istnieje taka liczba
naturalna r, ze

a” = 1{modn) .
Stosujemy powyzsze twierdzenie do a = 2. Niech r.
bedzie najmniejsza liczba calkowita dodatnia spelniajaca
kongruencje

2" = I{modn) .
Jeéli r jest parzyste, to z zaloZzenia minimalno$ci r mamy
27/2 # 1(modn), a poniewaz 2"/% = +1(modn), zatem musi
by¢ 272 = —1(modn). Wystarczy wiec przyjaé k = r/2.

Jesli natomiast r jest nieparzyste, to mamy (—2)" =
= —1(mod n), wystarczy wiec przyja¢ a =n — 2 oraz k = r.
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (20")

Wyjasnienie oszustwa (20'): Oczoplas oczoplasem, a bledne wzory na poczatku rozwiazania pozostaly. Prawdziwa jest jednak
réwnoéé podana w tredci zadania! Najmniejsza wspdlna wielokrotnoéé jest wprawdzie réwna iloczynowi podzielonemu przez
najwigkszy wspolny dzielnik, ale tylko dla dwéch liczb. Dla trzech liczb odpowiedni wzér jest bardziej zlozony

abe - (a,b,c)

[a! b? C] = L
(a,b) - (b,c) - (c,a)
Poprawne rachunki wygladaja wiec nastepujaco
ab be ca
la,b] - [b,c] - [c;a]  (a,b) ' (b,c) ) (c,a)  ab-bc-ca (a,b)* - (b,c)? - (¢,a)? _(a,b) - (b,c) - (c,a)
[a,b,c]2  &®b*¢?-(a,b,0)) a?2¢  (a,b,c)? - (a,b)- (bye)- (c,a) (a,b,c)? ’

(a,0)?- (b,c)? - (¢, a)?
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GRY (11)

Oto dalsze wlasnosci sumy gier, prowadzace do pojecia gier
réwnowaznych.

Podstawowe znaczenie ma obserwacja, ze dla dowolnej

gry G w grze G & G wygrywa drugi gracz. Latwo

bowiem podaé jego strategie postepowania. Wystarczy,
aby kopiowal on ruchy gracza rozpoczynajacego. Na

czym polega to kopiowanie? Otéz gra G & G w pozycji
wyjéciowej sklada sie z dwéch egzemplarzy tej samej

gry. Pierwszy gracz wybiera jeden z tych egzemplarzy,

a nastepnie wykonuje na nim legalny ruch. Gracz drugi
wykonuje ten sam ruch na pozostalym egzemplarzu.
Znowu pierwszy gracz ma wykonaé ruch, i znowu biezaca
pozycja jest suma dwdch egzemplarzy tej samej gry. W ten
sposdb gracz drugi zawsze bedzie mial odpowiedZ na ruch
gracza pierwszego. A poniewaz gra zakonczy¢ sie musi,
przegra gracz pierwszy. Prze$ledz to, Drogi Czytelniku, na
przykladzie gry Nim z dwoma stosami réwnej licznodci.

A w wolnym czasie obejrzyj film Mistrz zawsze traci

z cyklu Parada oszustéw.

7 kolei przyjrzyjmy sie réwnoéci 0 3 G = G &0 = G.
Dodanie gry 0 (koficéwki) jest niezauwazalne, bo nie
stwarza zadnej dodatkowej mozliwosci ruchu. Powstaje
jednak pytanie, jakie gry mozna dodaé bez wplywu na
ostateczny wynik rozgrywki. Okazuje sie, ze jest tak dla
gier, w ktérych drugi gracz wygrywa. Niech bowiem H

bedzie gra o strategii wygrywajacej dla drugiego gracza.
Posadimy dwéch graczy do gry G & H. Co sie wéwcezas
stanie? Jeden z graczy zorientuje sie, ze ma strategie
wygrywajaca w grze G. Powie sobie: Chee grad tylko

w gre G. Jednak jego przeciwnik ma pelne prawo wykonaé
ruch takze w grze H. Strategia wygrywajaca w grze G & H
dla gracza majacego strategie wygrywajaca w grze G jest
nastepujaca: gra¢ w gre G zgodnie z regutami strategii
wygrywajacej w tej grze. Jedli jednak przeciwnik wykona
ruch w grze H, to natychmiast na ten ruch odpowiedzie¢.
Whikliwy Czytelnik dostrzeze, ze jakkolwiek obecnosé

gry H zmienia przebieg rozgrywki, to nie wplynie na jej
ostateczny wynik.

Poniewaz interesuje nas nie tyle sam przebieg gier, co ich
ostateczny wynik, uzasadnione staje sie pisanie H = 0 dla
gier H o strategii wygrywajacej dla drugiego gracza.

Bedziemy takze pisa¢ G = H dla dowolnych takich gier G
i H, e G H=0.

Nie bedziemy podawaé¢ formalnie wlasnoéci relacji
réwnowaznosci gier, powiemy tylko, ze gry réwnowazne we
wszystkich rozwazanych przez nas okolicznoéciach mozna
utozsamiaé. '

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze prawdziwe sa
réwnowaznosci {1} = 0 oraz {1,{1},2} = 3.
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