Co ma wspdlnego tozsamos$é Jacobiego
z przecinaniem sie wysokosci tréjkata?
Henryk ZOLADEK

1. Zadanie Arnolda
V.I. Arnold w swoim artykule o nauczaniu matematyki napisal takie zdanie:

Tozsamosé Jacobiego (powodujgca, ze wysokosei tréjkata
przecinajq sie w jednym punkcie) — to fakt doswiadczalny, tak
samo jak to, ze Ziemia jest okragla (tzn. homeomorficzna z kulg).

Zegar sloneczny réwnikowy, Niemcy, Stanowilo ono pewne ($wiadome) wyzwanie autora dla innych matematykéw.

RN W Warszawie niektérzy o nim dyskutowali. Ja sam usilowalem zadanie
powiazania tozsamosci Jacobiego z wysokosciami tréjkata rozpropagowaé.
Niestety, nie ustyszalem do tej pory zadowalajacego objasnienia tego zwigzku.
Pozwolg sobie zatem zaprezentowa¢ wlasne rozwiazanie; mysle, ze Arnold takie
wlasnie mial na mysli.

2. Podwéjny iloczyn wektorowy

Przypomnijmy, ze iloczyn wektorowy w x ¥ w przestrzeni tréjwymiarowej jest
wektorem prostopadlym do plaszczyzny wyznaczonej przez wektory o i v'.
Jego dlugos¢ jest réwna polu réwnolegloboku rozpietego przez u i o', a zwrot
B - . — . —y

Jest zgodny z regula Sruby prawoskretnej: krecac v w kierunku @', posuwamy
A sie wzdtuz o x 7.

Bezposrednio z definicji iloczynu wektorowego wynika, ze wektor (@ x 0) x o

lezy w plaszczyinie ¥ wyznaczonej przez u i v i jest prostopadly do w (patrz
rysunek 1). Gdy o’ i 7" sa réwnolegle lub W L%, to (u x ¥’) x W = 0.

Bpeid Przyklad: sila odérodkowa dzialajaca na punkt materialny o masie m, ktéry

lezy w ciele sztywnym zaczepionym w punkcie O i obracajacym sie ze stalg

Qi a9xQ predkoscia katowa Q, wynosi m(Q x Q) x 0, gdzie Q jest wektorem
(QxQ)x polozenia punktu materialnego wzgledem O (patrz rysunek 2).

Tozsamos¢ Jacobiego, ktéra ma zastosowanie w zagadnieniu wysokosci
trojkata, to nastepujaca relacja spetiana przez iloczyn wektorowy

Q (%) (CxV)xWH(TxW)x T+ (W xT)x T =0

lub krécej: (W x ©') x W + cykliczna permutacja = 0. Proponujemy,
Rys. 2 aby Czytelnik sprawdzil ja samodzielnie na jakim$ przyktadzie (biorac np.

1 0 1
w = (1), v = (1), w = ({]) w réznych kombinacjach).
I § 1

3. Algebry Liego

Tozsamos¢ () jest szczegélnym przypadkiem ogélnej tozsamosci Jacobiego:
[[a,b], ¢] + cykliczna permutacja = 0, ktéra spelnia komutator [-,:] w algebrze
Liego. Algebra Liego A jest to przestrzei wektorowa wyposazona w dodatkowa
(poza dodawaniem wektoréw i mnozeniem ich przez skalary) operacje

(a,b) — [a,b] (ktéra jest liniowa ze wzgledu na a i na b z osobna, zmienia znak
przy zamianie kolejnodci a i b oraz spelnia tozsamosé Jacobiego).

Przykladem algebry Liego jest algebra A = gl(n) macierzy n x n z komutatorem
[K,L] = KL — LK. Tutaj tozsamo$é¢ Jacobiego jest dosy¢ oczywista:
[[K, L], M] + cykl. permut. = [(KLM — LKM) — (MKL — MLK)] +
+ (LMK — MLK) — (KLM - KML)] +
Zegar sloneczny z armatka strzelajaca
w poludnie, Francja, XVIIT wiek. + [(MKL - KML) — (LMK — LKM)] = 0.
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Rzymski zegar sloneczny, III wiek p.n.e.

@

Rozwigzanie zadania M 911.

Wrybierzmy uklad wspélrzednych tak,

by jego osie byly jednoczednie osiami
parabol. Rdwnania parabol maja w nim
postad
- i ;

z=ay +b i y= cx? +d.
Zmieniajac orientacje osi moina
doprowadzié do sytuacji, gdy a > 0, b < 0,
e >0, d < 0. Wspdlrzedne (z, y) punktu
przeciecia parabol spelniaja uklad rédwnan

z=ay® +b, y = ez’ 4 d. Dziclac obie

strony pierwszego rownania przez a,
drugiego przez c, a nastepnie dodajac
te rdwnania stronami, otrzymamy po
prostych przeksztalceniach
H j
2 1Mo
- — Yy - — =
2a 2c
1 | 1l b d
4b? 4b2 a c
Jest to réwnanie okregu
" i 1 ; —_—
o frodku | — , — | i promieniu
2a 2c
1 1 b d
J A X B
‘\" 4p2 452 a IS
punkt [ w P

Rys. 3

prosta ™ w P

Innym przyktadem jest podalgebra A’ = so(n) algebry gl(n) zlozona

z macierzy antysymetrycznych K = —K ", gdzie macierz K | oznacza macierz
transponowana macierzy K; tzn. jesli na przecieciach i-tych wierszy i j-tych
kolumn w K staly liczby k;;, to na odpowiednich miejscach macierzy K 23
stoja liczby kj;; zatem nasza podalgebra sktada si¢ z takich macierzy, ze

o
kij = —kji. Na przyktad, (3 b) = (2 ;) i algebra so(2) sklada sie

d
; S b
z macierzy postaci ( ool ¢

faktowi, ze je§li K = —-K',L=—-L", M = [K,L], to M = —M . To za$
wynika z tego, ze operacja przejicia do macierzy transponowanej jest liniowa,
(K+L)T =KT £ L7, iz tego, ze przy transponowaniu iloczynu macierzy
trzeba zmieni¢ kolejno$¢ macierzy transponowanych, (KL)" = LTKT. Mamy
zatem MT = (KL— LK) =LTKT-K"LT =LK - KL= -[K,L] = -M.

). To, iz so(n) jest algebra Liego, jest réwnowazne

Kazda algebra Liego skonczonego wymiaru jest podalgebra algebry

macierzy gl(n) dla pewnego n. (Okazuje sig, na przyklad, ze algebra R*

z iloczynem wektorowym [u’, v'] = W x ¥ jest tozsama z so(3).) Ta wlasnosé
sprawia, ze teoria algebr Liego stanowi wazny dzial matematyki.

Algebry Liego sa zwiazane z grupami Liego, tzn. z ciagglymi grupami
przeksztalcent. Elementy algebry Liego odpowiadaja przeksztalceniom bardzo
bliskim przeksztalceniu tozsamo$ciowemu; mierza one pierwsze (liniowe)
odchylenie od tozsamosci. W szczeg6lnosci elementy algebry so(n) mierza
male obroty w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej i algebra so(n) jest
stowarzyszona ze specjalng ortogonalng grupg SO(n), definiowang jako grupa
obrotéw R™. Algebra gl(n) jest zwiazana z grupq liniowg GL(n), ztozong ze
wszystkich wzajemnie jednoznacznych przeksztalcen liniowych tej przestrzeni.

Niestety, nie mozemy podaé¢ wiecej szczeg6low tej teorii, poniewaz wymaga to
zaawansowanej znajomosci algebry i analizy.

4. Geometria sferyczna

Modelem geometrii sferycznej jest sfera Sp w przestrzeni o promieniu R

o érodku w punkcie O. Prostymi w tej geometrii sa okregi wielkie sfery, a relacja
ortogonalnodci (tzn. prostopadlosci) miedzy prostymi oznacza prostopadtoéé
plaszczyzn wyznaczonych przez odpowiadajace tym prostym okregi. Zauwazmy,
ze dwie rézne proste sferyczne przecinaja sie w dwoch punktach. Odleglosé
punktéw jest mierzona wzdluz prostej sferycznej przechodzacej przez nie; przy
tym nalezy wybiera¢ krétszy z dwéch tukéw. W geometrii sferycznej krzywizna
przestrzeni jest stata, dodatnia i réwna R~2.

7 geometria sferyczna mozna zwigzaé nastepujaca
przestrzen P. Jej ,punktami” sa proste przechodzace
przez érodek O sfery Sg. Tak wiec, kazdemu punktowi
sfery mozna przypisaé jeden ,punkt” przestrzeni P

— prosta przechodzaca przez ten punkt. (Zauwazmy,

"~ punkt m* w P 7e jednemu ,punktowi” z P odpowiadaja dokladnie

dwa punkty z Sg, drugi lezy po przeciwnej stronie.)

wProstymi” w P beda plaszczyzny przechodzace
przez O. ,,Punkt” z lezy w ,prostej”, jesli
odpowiadajaca mu prosta lezy w odpowiedniej
plaszczyznie. Jednej ,prostej” w P odpowiada
dokladnie jedna prosta w Sg. Pojecie prostopadlosci
,prostych” jest tutaj oczywiste. Dwie rézne ,proste”
przecinaja si¢ w dokladnie jednym ,punkcie”.

Geometria przestrzeni P nazywana jest czasami
modelem rzutowym geometrii eliptycznej; Sg za$ jest
modelem sferycznym geometrii eliptycznej. Istnieje
odwzorowanie z modelu sferycznego do modelu
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rzutowego. W modelu rzutowym nie bedziemy méwié o krzywiznie, bo nie
wprowadziliémy tam metryki (tzn. odleglo$ci miedzy ,punktami”).

Uzycie modelu rzuto;ego geometrii eliptycznej pozwala na wykazanie, ze takie
wlasnosci geometrii sferycznej jak prostopadlosé¢ prostych sferycznych oraz
incydencja punktu a i prostej g (tzn. a € q) nie zaleza od R, czyli od krzywizny
przestrzeni Sg. W szczegdlnoséci wlasnos$é przecinania sie (lub nieprzecinania)
wysokosci tréjkata sferycznego nie zalezy od R.

Zauwazmy teraz, ze plaska geometria euklidesowa E = R?
jest granica przy R — oo (czyli przy krzywiznie dazacej
o R - do zera) geometrii sferycznej przestrzeni Sg (rys. 4).

Zatem wlasno$¢ przecinania sie wysokosci tréjkata
Rys. 4 euklidesowego jest konsekwencja analogicznej wlasnosci
w Sg i w P. Naszym celem bedzie teraz powiazanie tozsamosci Jacobiego
z przecinaniem sie wysokosci w trojkacie w modelu rzutowym geometrii
eliptyczne;j.

5. Dualno$¢ w geometrii eliptycznej

Wezmy model rzutowy P geometrii eliptycznej. Kazdemu ,,punktowi” w P (czyli
prostej k w przestrzeni, przechodzacej przez O) przyporzadkowujemy , prosta”
odpowiadajaca plaszczyznie T (oznaczymy ja k*) prostopadlej do prostej k.
Analogicznie ,,prostej” (czyli plaszczyznie II przechodzacej przez O) odpowiada
»punkt” — prosta (= II*) prostopadla do plaszczyzny II. To odwzorowanie
nazywa sie dualnosciq.

Dualnoéé zachowuje relacje incydencji (jesli | € X, to £* € I*) oraz relacje
D prostopadtosci prostych i plaszczyzn. Plaszczyzny I i ¥ sa prostopadle wtedy
i tylko wtedy, gdy ich dualne proste II* i £* sa prostopadle.

Wilasnoséé przecinania sie trzech plaszczyzn wzdluz jednej prostej oznacza,
B ze dualne proste leza w jednej plaszczyznie.

Rys. 5 W szczegdlnoéci, jesli proste a, b, ¢ sa prostymi dualnymi do plaszczyzn

przechodzacych przez boki BC, AC, AB tréjkata sferycznego ABC (rys. 5),
to wysokosci CD (z wierzchotka C' na bok AB) odpowiada prosta d lezaca
w plaszczyznie wyznaczonej przez a i b oraz prostopadla do prostej c.

6. Rozwigzanie zadania Arnolda

Niech (jak w punkcie 5) a, b, ¢ beda prostymi w przestrzeni dualnymi do
plaszczyzn przechodzacych przez tuki BC, AC, AB tréjkata sferycznego ABC.
Wybierzmy niezerowe wektory @ € a, v € b, W € c.

Wektor T = (W x @) x W wyznacza prosta d, odpowiadajaca wysokosci CD.
Podobnie wektory ¥’ = (v x W) x @ i 2z = (W x w) x ¥ wyznaczaja

pozostale proste e i f odpowiadajace pozostalym dwém wysokosciom tréjkata.
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. ‘ 375 Kolejnosé wyk ia jednoktadnosci i obrot
Wydaje sie, ze granice lim =2 mozna elegancko obliczyé, "’K e ? g == w:v R SRS SEEEAR
z—0 T : ] ) -\naplaszczyzme nie ma wplywu na wynik
stosujac regule de 'Hospitala. Obliczenie to jest jednak réwnie
eleganckie, co pozbawione sensu, gdyz aby wiedzied, ile Wynosi-}
sinx

f,d‘okladnie wtedy, gdy maja one ten sam $rodek.
W przestrzeni odpowiedni warunek orzeka, iz §rodek

pochodna sin z, trzeba znaé wartoé¢ granicy lin% —_—— jednokladnosci lezy na osi obrotu.
r— T

Paul R. Halmos dlugo wahal sie, co wybraé: matematyke czy filozofie? Kiedy jednak nie zdal egzaminu
magisterskiego z filozofii, przestal mie¢ watpliwoéci. Matematyka okazala sie wlasciwa dziedzina: wkrétce
w hierarchii naukowej Halmos wyprzedzil swego egzaminatora. Okazuje sie wiec, Ze sa egzaminy, ktére warto oblac. ..
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