Klub 44

Regulamin

Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

. Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk,

. Serbin, J. Ciach (5}, M. Prauza,

. Kumor (5), P. Gadzinski (6),

. Jedziniak, J. Olszewski,

. Skrzypek (4), H. Kornacki,

. Wietecha, T. Jozefczyk

(jesli uczestnik przekroczyl barierg 44
punktéw wiecej niz trzy razy, sygnalizuje
to cyfra w nawiasie).

HERTRAE

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

wdwukrotni”:

Z. Bartold, W. Bednorz, A. Czornik,

P. Jedrzejewicz, M. Kasperski,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,
D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Pidro,

5. Solecki, J. Witkowski, G. Zakrzewski;
wjednokrotni”:

W. Bednarek, T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

Dyda, P. Figurny, M. Fiszer,

Galias, L. Gasiiski, A. Gluza,
Grzesiak, K. Hryniewiecki, K. Jachacy,
Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

Kubit, T. Kulpa, A. Langer, R. Latata,
Lipinski, P. Lizak, J. Lazuka,
Mandziuk, M. Marczak, M. Matlega,

. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,
Milezarek, R. Mitraszewski,

. Mostowski, W. Olszewski,

. Patkowski, B. Piotrowska, W. Pompe,
. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,
Siwy, Z. Skalik, A. Smolczyk,

Surduka, T. Szymeczyk, W. Szymczyk,
. Trautman, P. Wach, K. Witek,
Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

. Zawislawski, P. Zmijewski.
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Weterani Klubu 44 F(w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma, P. Gworys, A. Idzik
(kazdy z nich trzykrotnie przekroczyl
bariere 44 punktdw).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

wdwukrotni™:

J. Lipkowski, J. Lazuka, P. Perkowski,
T. Wietecha;

»jednokrotni”:

A. Borowski, P. Gadzinski,

A. Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak,
B. Mikielewicz, L. Motyka, R. Musial,
A. Nowogrodzki, T. Rawlik, R. Repucha,
J. Stelmach, L. Szalast, P. Wach,

M. Wéjcicki.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs -
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesieczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylanin
opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje si¢ po przyslaniu rozwiazania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybraé¢ dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwiazania zadafi z numeru n nalezy nadsylaé¢ do korica miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1999 uplynal
31 stycznia 2000). Szkicowe rozwigzania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byé pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysyta¢ w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny byé samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réznych
uczestnikéw nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1, z dokladnosciag do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawno$é merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowoéé metody i elegancja rozwigzania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspélczynnik trudnoéci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspolczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe 0séb, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wéwczas otrzymuje ono wspdlezynnik trudnosci
WT = 4 — 35/N. Za nadestane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspélezynnik trudnosci (z zaokragleniem
do dwéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadah mozna znalezé (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

2 rozwigzaniami w réznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, ktéray w takich przypadkach
przyéla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja oceng
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym Zrédle istotnie znajduje si¢ pelne rozwiazanie
(dowéd, obliczenie, konstrukeja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadan; jeéli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawaé zrédto. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przyslala juz rozwiazanie jakiego$ zadania — por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczegélnych zadai, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

Z chwila osiagniecia sumy 44 punktéw w jednej z tych dwdch dziedzin uczestnik staje sig
cztonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciggu
braé¢ udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéw ponad warto$¢ 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskaé informacje o swoich wynikach, nalezy przysla¢ do redakcji Delty kartke
pocztows (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowang do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadari i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazai kilkunastu zadarn.

17. Czoléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesigczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze byé wymienione w czoléwce z nie zmieniona suma punktow trzykrotnie;
nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik powiekszy stan swojego konta.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrécie ciekawsze rozwiazania i uogélnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwosé zmian
regulaminu.
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Pytanie poza konkursem: Jesli n spelnia powyzszy warunek, to ile wynosi podczas
toczenia si¢ bryly maksymalna liczba ,,przeskokéw” od jednej krawedzi do nastepnej

Termin nadsylania rozwiazan: . v S >
30 Iv 2000  (uwarunkowana z jednej strony tym, aby bryla pokonala wzniesienie miedzy

przeskokami, a z drugiej strony tym, aby sila odérodkowa nie oderwala jej od
podloza)? Pominaé straty energii poza przeskokami.

y=cpfev =14

284. Waska rurke o dlugodci H dolaczono do otworu w dnie
szerokiego naczynia, do ktérego nalano wody na glebokodé h

(rys. 2). Z jaka predkodcia bedzie wyplywaé z rurki woda?

285. Do grodla napiecia o okresowym przebiegn U(t) przylaczono
sgeregowo opornik o opornoégei 100 £2, zwojnice o zmiennej

indukcyjnodci L i amperomierz mierzacy skuteczna wartodé

284. Cisnienie przy dnie naczynia jest réwne sumie cinienia
atmosferycznego po i ciénienia shupa wody pgh. Z drugiej
strony, przy dolnym koncu rurki ci$nienie wynosi pg, a wiec
aby znalez¢ ciénienie przy jej gérnym koricu, nalezy od pg
odjac cisnienie stupa wody pgH. Skok ciénienia przy przejéciu
od naczynia do rurki wynosi zatem Ap = pg(h + H) i jest
zwigzany ze skokowa zmiang predkosci cieczy, gdyz praca
wykonana przy przeplywie objetosci AV wody (réwna Ap - AV)
zgodnie z zasada zachowania energii réwna sig zmianie energii
kinetycznej cieczy, czyli pAV - A(v?/2). Poniewaz predkosé
wody w szerokim naczyniu jest praktycznie réwna zeru, wiec
W rurce wynosi ona

v=1/2Ap/p= +/2g(h + H)

Zalozylismy, ze ciecz jest niedciéliwa, a jej stup nie ulega
rozerwaniu — zatem predkosé¢ pozostaje w rurce stala.

(réwnanie Bernoulliego).

285. Nie powiedzie sie proba dopasowania danych do wzoru
Iy = Ug/+/ R? + L2w?2, ktéry obowiazywalby, gdyby
napigcie mialo przebieg czysto sinusoidalny — nawet ,na oko”
widaé, ze dla duzych L natezenie pradu sie ustala, a pray
takim zalozeniu powinno maleé do zera. Wnioskujemy wiec,
ze U ma co najmniej dwie skladowe — stala, ktéra decyduje
o wartodci Iy dla duzych L, i zmienna, odgrywajaca pewna role
dla matych L. Zalézmy, ze
U(t) = Uy + Uy sin(wt).

Natezenie pradu bedzie w takim przypadku dane wyrazeniem

I(t) = Iy + I1 sin(wt + ¢),

przy czym standardowe przeksztalcenia prowadza do wzoréw na

Ipi I
Iy = Uy/R, L =Ui/+/R2 + L2w2,

Nastepnie obliczamy I.y:

Iy = /12 + I2/2.
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Zadania z fizyki nr 292, 293

Przypominamy tresé zadan:

nategenia pradu T..

od L:

Podaé¢ wedr opisujacy funkcje U(t) 1 wartodei parametrow

TUWE

Na podstawie powyzszych wzoréw mozna sie przekonad,

ze jesli na osi ¢ wykresu odlozymy L2, a na osi y odlozymy
1/(I2 —I2), to przy prawidlowym doborze Iy punkty
zaznaczone wedlug tabeli beda sie ukladaé¢ wzdhuz linii

L [H]

: odpowiedz mue

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/1999

0,03 0,05

Redaguje Jerzy B. BROJAN

0,1

ane kaide rozwigzanie dajace

0,2 0,3 0,5 1
I [mA] 222 220 213 203 198 195 194

292. Jednorodna bryla ma ksztalt graniastoslupa prostego, ktérego podstawa jest
n-katem foremnym. Dla jakich n bryla ta moze sie toczy¢ po poziomej powierzchni,
tzn. kiedy po zetknieciu Sciany z podlozem bedzie si¢ dalej obracata w te sama
strone, bez poslizgu? Mozna przyjaé, ze sila dziala ze strony podloza tylko na kolejne
krawedzie graniastostupa i ma charakter niesprezysty, tzn. bryla nie podskakuje.

Idea zadania pochodzi od dr. Stawomira Brzezowskiego z Krakowa, a zostala
przekazana przez jego uczniéw — zwyciezedw Olimpiady Fizycznej.

293. Po napompowaniu powietrza do komory ciénieniowej w dolnej czedci ustawionej

pionowo rury metalowej (rys. 1) zwolniono tlok, ktéry zostal wyrzucony w gére

h I (ttokiem tym moze byé¢ zabawka, np. flara opadajaca na spadochronie). Obliczyé
wysoko$¢ osiagana przez cigzarek o masie 0,4 kg, jesli rura ma dhugoéé 2 m (z czego

[ 75 cm zajmuje komora ciénieniowa) i érednice wewnetrzna 28 mm, ciénienie
atmosferyczne wynosi 10° Pa, a ci$nienie w komorze w chwili zwolnienia spustu —

l 5-10° Pa. Ponadto dana jest warto$¢ stosunku ciepel wlasciwych dla powietrza

Dana jest tabela przedstawiajaca zaleinodé I

prostej. Na rysunku 3 przedstawiono takie wykresy dla trzech
wartoéci Iy réwnych 190 mA, 192 mA i 194 mA; zaznaczono

przy tym punkty L = 0,03, 0,1, 0,2, 0,3 i 0,5 H. Jak wida¢,
najlepiej pasowalby do linii prostej wykres odpowiadajacy

wartosci Iy pomiedzy 192 a 194 mA. Niech wiec Ip a2 193 mA,
Up 22 19,3 V. Punkt przecigcia prostej z osia pionows (L = 0)

odpowiada y = 1/(!32k = Ig) A 77 A™2, cayli I &~ 161 mA,
Uy =~ 16,1 V. Ostatni parametr w wyznaczymy z nachylenia

prostej: czterokrotne zwigkszenie y nastepuje dla L? 2 0,06 H2,

L ~ 0,24 H, a z drugiej strony wzory dowodza, ze wtedy
Lw = Rv/3. Stad w ~ 720 s~ 1.

900
800
700
600
500
400
300
200
100

A V(L2 - I?)

Rys. 3

4\91@
AT
L2
1 ! ] ! [
0,05 0,10 0,15 0,20 0,25



1. Fotografujac z brzegu jeziora o gladkiej
powierzchni przeciwlegly brzeg otrzymano
obraz tego brzegu wraz z jego odbiciem

w wodzie. W jaki sposdéb mozna odréznié
gore od dolu na zdjeciu, jesli obie polowy
nie rédnia sie pod wzgledem ostrodci ani
jasnoéci?

2. Ktory z opornikdw grzeje sie najsilniej
(ew. ktdre — jesli jednakowo)?

3. Transformatory maja zwykle po
kilkaset zwojow w kazdym z uzwojei,

np. 500 i 200. Poniewaz jednak we wzorze
na przekladnie transformatora wystepuje
tylko stosunek liczby zwojéw, mozna

by sadzié, ze réwnie dobrze zwojéw
mogloby byé 50 i 20 lub nawet 51 2.
Taki transformator spelnialby jednak
swoje zadanie tylko pod warunkiem,

ze: a) natezenia pradéw bylyby bardzo
wielkie, b) nategzenia praddw bylyby
bardzo male, ¢) napiecia bylyby bardzo
wysokie, d) napiecia bylyby bardzo
niskie, e) wszelkie inne ciala przewodzace
zostalyby oddalone, aby rozproszone

pole magnetyczne nie indukowalo

w nich pradéw, Wybraé wlasciwa wersje
i uzasadnié.

4. Aby zmierzy¢ temperature ciala za

pomoca termometru rteciowego, nalezy
trzymaé go pod pacha 5-10 minut. Po
odczytaniu mozna go jednak strzasnaé
praktycznie natychmiast. Dlaczego?

Rozszerzona czoldwka ligi zadaniowej

Klub 44 F
po 261 zadaniach
Zbigniew Galias — Krakdw 38,08
Tomasz Wietecha — Tarnéw 2- 37,76
Andrzej Nowogrodzki — Chociandw 1- 31,26
Aleksander Surma — Myszkdw 3- 25,26
Artur Arciszewski - Kielce 22,63
Jarostaw Eazuka — Warszawa 2- 20,19
Grzegorz Milod - Mielec 17.14
Tomasz Rudny — Warszawa 15,63
Marek Wéjcicki ~ Szczecin 1- 13,96
Jacek Koniecany — Poznafi 10,56
Marian Lupietowiec ~ Zebrzydowice 9,81

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z rocznikéw 1997-1999 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 9 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl
juz 44 punkty.

Po raz drugi w ramach Festiwalu Nauki we wrzesniu w Warszawie odbyl si¢

Turniej Rozwigzywania Zadan z Fizyki - firmowa impreza naszego czasopisma

i Klubu 44 F. Uczestnicy bawili sie znakomicie, raz i drugi zadajac przedluzenia
turnieju o dodatkowe zadanie. Zwyciezca zostal Tomasz Rudny (zeszloroczny
zdobywca II miejsca), a dalsze miejsca zajeli pp. Pielech, Sapierzynska, Smdlska

i Zakrzewski (bardzo przepraszamy, ale nie zanotowaliémy imion). Nagrodami byly
programy komputerowe, modem i kalkulatory (m.in. graficzny i programowalny). Obok
przedstawiamy niektére z zadari turniejowych.

Jak co roku, przeglad przystanych przez Czytelnikéw rozwigzan zadan ligowych
nasunal pewne dodatkowe komentarze:

Zadanie 262. [Predkosé zerwanych koricéw drutu] (wspélczynnik trudnoéei WT' = 2,20, liczba
poprawnych rozwiazan LPR = 3). Bezbledne rozwiazania nadestali A. Idzik i J. Lazuka,
natomiast przyjete przez M. Wdjcickiego zalozenie, ze predkoéé drutu maleje w miare
oddalania sie od miejsca zerwania, jest niesluszne (nie wplynelo to jednak w duzym stopniu
na wynik). Spadek naprezenia rozchodzi sie bowiem wzdluz drutu jako impuls nadajacy
kolejnym elementom oérodka jednakowa predkosé — jest to ogdlna cecha fal w osrodku
jednowymiarowym.

Zadanie 263. [Minimalna dawka promieniowania pochodzacego od punktowego Zrédla,

przy ustalonym poczatku i koncu drogi| (WT = 2,14, LPR = 3). Trudno oczekiwaé od
uczestnikéw ligi znajomoéci rachunku wariacyjnego — dlatego zamiast polecenia ,wyznaczy¢
droge, dla ktérej calkowita dawka jest minimalna” w zadaniu zamieszczono tylko Zadanie
rozpatrzenia wskazanej rodziny drég i znalezienia jakiejkolwiek drogi korzystniejszej od
nich (ale niekoniecznie optymalnej). Okazalo sie jednak, ze spoéréd trzech poprawnych
rozwiazan (A. Idzika, J. Eazuki i M. Wéjcickiego) az dwa sg ,perfekcyjne”, tzn. zawieraja
rozwiazania réwnania Eulera rachunku wariacyjnego. Trzecie rozwiazanie ogranicza sig
natomiast do poréwnania dawek dla wybranej rodziny drdg, ale za to uwzglednia zmiane
dawki wynikajaca ze zjawiska Dopplera! Hm. .. z pewnoscia jest to niezbedne, jedli predkosé
podréznika jest znaczacym ulamkiem predkosci czastek promieniowania. . .

Zadanie 269. [Sila odrzutu dzialajaca na preparat promieniotwérczy osloniety z jednej

strony] (WT = 2,53, LPR = 5). Poprawne rozwigzania — A. Idzik, J. Lazuka, M. Misiak,
A. Nowogrodzki i A. Surma, przy czym w jednym z nich wystapil ciekawy blad. Zadanie
wymagalo uérednienia jednej skladowej pedu wzgledem kierunkéw emitowane]j czastki
promieniowania, czyli obliczenia $redniej wartosci cos # wzgledem kierunkéw w pélprzestrzeni;
otrzymuje sie (cos@) = 1/2. Jeéli jednak uérednié wzgledem kierunkéw w pélplaszczyznie (na
tym polegal btad Czytelnika), to wynikiem jest (cos@) = 2/w. A gdyby tak skonstruowaé silnik
dzialajacy w przestrzeni czterowymiarowej?

Zadanie 270. [Maksymalny cigzar, jaki mozna zawiesié¢ na sznurku zamocowanym na koncach]
(WT = 2,28, LPR = 4). Bezbledne okazaly sie rozwiazania A. Arciszewskiego, A. Idzika,
J. Eazuki i M. Lupiezowea, a ponadto kilka z nich zawieralo analize siegajaca dalej niz
rozwiazanie wzorcowe. Tak wiec M. Eupiezowiec wyznaczyl

analitycznie ekstrema funkcji wyrazajacej szukany ciezar, co b Ny
wymagalo rozwiazania réwnania trzeciego stopnia, natomiast —

pozostali trzej wymienieni Czytelnicy zamieécili w swoich
pracach wykresy przedstawiajace napiecie sznurka w zaleznosci
od punktu zawieszenia ciezaru. A. Idzik przedyskutowal
jeszcze zmiany charakteru tego wykresu przy zmianach
odlegloici miedzy zamocowanymi koficami sznurka (parametr
ten — nazwijmy go e — byl ustalony i réwny 0,87 dlugosci
sznurka). ,,Jasnym sie dla mnie stalo wyrachowanie Autora
zadania” — napisal, no i trudno zaprzeczyé! Rzeczywidcie,
wybédr e wzial sie stad, aby przebieg wykresu byt , jak
najciekawszy”. Na przyklad, przy malych wartosciach e
zadanie staje sie banalne, gdyz najkorzystniejsze jest wtedy
zawieszenie ciezaru w érodku sznurka (wtedy napiecie kazdej

T
!

Oznaczenia: © — odleglosé
punktu zawieszenia od jednego

jego czeéci jest réwne w przyblizeniu polowie ciezaru), 7 koficéw sanurka,
a najmniej korzystne — w poblizu jednego z koficéw (wtedy N1 i Na - napiecie jednej
ciezar wisi na jednej czeéci, podczas gdy druga zwisa luzno). i drugiej czesci sznurka.

Zadanie 273. [Poprawa izolacji cieplnej budynku| (WT = 1,33, LPR = 8). W rozwigzaniu
nadestanym przez Z. Galiasa zmieniona zostala tresé zadania (inny jest wiec wynik), ale
fachowoéé komentarza przewaza nad wszystkim innym. Jak sie dowiadujemy, zgodnie z Polska
Norma PN-91 B-02020, wspélczynnik przenikania ciepta moze by¢ obliczony wg wzoru

1

© Ri+ ) (dj/A) + Re’
gdzie R; i R. sa oporami przejmowania ciepla dla obu stron éciany. ..

No céz, pozostaje schylié czola przed autorytetem Polskiej Normy (ale jaki wlasciwie sens
fizyczny ma, u licha, ten opér przejmowania ciepla?).

ko
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Zadanie 276. [Wyznaczy¢ temperature wody i pary po ustaleniu sie réwnowagi| (WT = 2,20,

LPR = 5). Gdyby tak oglosi¢ konkurs na najbardziej zawila metode rozwigzania prostego
problemu, to niektdre rozwigzania zadania 276 mialyby duze szanse. Tym Czytelnikom, ktérzy
rozpatrywali parowanie kolejnych partii wody w zmieniajacej sie temperaturze i pracowicie
wyliczali numerycznie odpowiednie calki, nalezy zwrdci¢ uwage, ze pomijali cieplo oddane
przez wczeéniej powstala pare (zreszta cieplo wlasciwe pary nie bylo dane). Dobre (lub
poprawne) rozwiazania: A. Idzik, M. Wéjcicki, G. Milo§, T. Wietecha i A. Surma.

Zadanie 281. [Opdr zastepczy sieci 18 opornikéw| (WT = 2,23, LPR = 6). Zacytujmy pereltke
pochodzaca ze (skadinad prawidlowego) rozwiazania przyslanego przez A. Arciszewskiego:
»jesliby prad wplywajacy do obwodu posiadal §wiadomosé...” Tym bardziej — jak sadze

— mozna by odwolywaé sie do jego poczucia przyzwoitosci, ale co byloby, gdyby przewazyla
zlodliwoéc¢ albo perfidia? Pozostale dobre rozwiazania: A. Idzik, G. Milos, T. Wietecha,

J. Lazuka i T. Rudny.

® Zadania z matematyki nr 395, 396 Redaguje Marcin E. KUCZMA
395. Liczby rzeczywiste ag, a1, a2, ..., ap00 tworza ciag monotoniczny. Udowodnié, ze
—— 2000 2000 i
[e— k k
5 Y 1fat > (Z(—U ak) ;
k=0 k=0

396. Dane sg dwie przecinajace sie sfery oraz sze$é réznych punktéw A, B, C, D,
E, F. Punkty A i B leza na jednej z tych sfer, punkty C i D na drugiej; punkty F

Termin nadsylania rozwiazan:

i F' naleza do obu sfer. Punkt E lezy na odcinku AC, a punkt F lezy na odcinku BD,

30 Iv 2000  ktéry jest réwnolegly do prostej przechodzacej przez érodki danych sfer. Dowiesé, ze
rzuty prostokatne odcinkéw AB i CD na prosta AC maja jednakowa dlugosé.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/1999

Przypominamy tresé zadan:

387. Ciag liczb dodatnich ag, a1, asz,... spelnia zaleznodé
e ey an) = a,. Wykazad gbiegnosé i obliczy¢ granice tego

ciagu

387. Podstawienie a, = 2"¢, sprowadza dana zaleznosc
rekurencyjna do postaci

(en+1)? =cn_1 +1.
Skoro liczby ¢, sa dodatnie, otrzymujemy lancuszek réwnosci
en+1= (Cn,—j, -+ 1}1/2 = (CH\—2 + 1)1/4 R

= (CO + 1)1/2'1 = (!1[) s 1)1/2“_

W takim razie

e T
on =2 (a0 + DV 1) = T2 ngag 1),
Tn
. In(ag + 1)
gdzie =z, = =g

@

Poniewaz zad lim
z—0 T
lim an = In(ag +1).

=00

=1, zatem, ostatecznie,

388. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwiazad réwnanie

(- 2)fo-2) - 2)

w liczbach calkowitych z1,@2,..., %5

388. Dla n = 1 mamy jedyne rozwiazanie z; = —1. Dla
n = 2 réwnanie przybiera (po przeksztalceniu) postac
(#1 — 2)(z2 — 2) = 3 i ma cztery rozwiazania (z1,z2):
(_13 1)? (1$ _1)3 (3$ 5): (53 3)‘

Przyjmijmy, ze n > 3 i ze liczby calkowite x1,x2,...,an
spelniaja podane réwnanie. Jedli z; = 1, to 2 — (1/a;) = 1.
Jesli ktéras z liczb x; jest réina od 1, to odpowiedni czynnik
2 — (1/a;) jest wigkszy lub réwny 3/2. Moga byé co najwyzej
dwa takie czynniki; w przeciwnym razie ich iloczyn bylby
wiekszy od 3.

Uwgzgledniajac wyniki uzyskane w przypadkach n = 1 oraz n = 2
stwierdzamy, ze w przypadku ogdélnym uklad liczb caltkowitych
(z1,22,...,7y) jest rozwigzaniem wtedy i tylko wtedy, gdy

albo jedna z liczb x; jest réwna —1, a pozostale 1, albo jedna

z liczb x; jest réwna 3, jedna 5, a pozostale sa jedynkami.

Kolejny rok ligowy za nami. Kolejna okragla liczba pojawila sie w statystyce ligowej:
mamy juz dwudziestu Weterandéw ligi matematycznej. Moze nalezaloby wprowadzi¢ status
»Super-weterana”, chlubiacego sie dwukrotnym wypelnieniem weteranskiej normy? Do tej

Zestawienie na nastepnej stronie obejmuje
wszystkich uczestnikdw ligi, ktérzy
spelniaja nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie

pory tylko dwaj uczestnicy wykonali szesé czterdziestoczteropunktowych rund. .. Ciekawe, czy
kiedykolwiek zostanie pobity rekord, ustanowiony juz doi¢ dawno przez Jerzego Janowicza,
ktéry swoj udzial w lidze rozpoczal od rozwigzania zadan z Delty 9/1981 (kiedy to liga wlasnie
wystartowala), aby po dwunastu latach nieprzerwanego uczestnictwa, zadaniami z numeru

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej 10/1993 zamknac¢ ésme okrazenie.

20 punktdw;
— przyslali rogwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 1997, 1998

Jak przed rokiem, spotkaliémy sie we wrzedniu w Warszawie w gronie czlonkéw Klubu 44 M,
ktérzy nie przerwali kontaktu z liga. TakZe scenariusz spotkania byt taki sam, jak rok temu:

lub 1999. mieliémy sesje ,szybkiego rozwiazywania zadan” (otwarta dla publicznosci i wkomponowana

Nie drukujemy wigc nazwisk tych

w ciag imprez III Festiwalu Nauki) oraz wysluchalismy wyktadu Zbigniewa Marciniaka o tym,

uczestnikéw, ktdrzy rozstali sig z liga trzy  jak jezyk teorii grup pozwala elegancko formulowaé i dowodzié twierdzenia na temat zliczania

lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli kombinatorycznego.
ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrdcié

do naszych matematycznych lamigléwek, A teraz omdwienie wybranych zadan: co ciekawego zaprezentowali w swych rozwiazaniach

jego nazwisko automatycznie wrdci na
liste. Serdecznie zapraszamy!
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uczestnicy ligi, jaka wpadka tym razem byla udzialem prowadzacego lige, ktére wreszcie
zadania okazaly sie najtrudniejsze (minimalne liczby poprawnych rozwiagzan).



Lista uczestnikow

z numeru 6,/1999

ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadah 383 (WT=2,00) i 384 (WT=1,25)

Piotr Kumor - 4- 46,20
Bogumila Piotrowska - 45,60
Krzyaztof Zapisek - 42,22
Janusz Olszewski - 3 amel
Andrzej Daniluk 37,07
Rafat Pikula = 36,97
Zbigniew Galias - 1- 35,12
Andrzej Jozgwik - 34,12
Paulina Domagalska 34,09
Tomasz Wietecha - 3- 33,66
Jerzy Witkowski 2- 33,22
Jarostaw Lazuka - 1- 31,44
Marian Bupiesowiec - 31,29
Artur Arciszewski - 29,56
Bartlomiej Dyda - 1- 29,29
Nikodem Szpak - 29,06
Bartlomiej Marczak - 28,04
Krezysztof Jasek 27,47
Wojciech Maciak - 27,26
Michal Adamaszek - 26,73
Zbigniew Sewartowski - 25,35
Mieczyslaw Jedrzejowski - 24,99
Michal Lewandowski - 22,06
Przemyslaw Gadzinski - G- 22,39
Konrad Patkowski - 1- 21,17
Andrzej Nagdrko =) 21,10
Marek Prauza - 3- 20,73
Marcin Peczarski - 20,12
Legenda (przykladowo): stan konta

6-22,39 oznacza, ze uczestnik juz
szedciokrotnie zdobyl 44 punkty,
a w kolejnej (siddmej) rundzie ma
22,39 punktiw.

Dwiéch uczestnikdéw w tej kolejce

ligowe]j przekroczylo prog 44 punktéw:

B. Piotrowska — po raz pierwszy,

a Weteran P. Kumor — po raz piaty(!).

Zadanie 367. [Uklad réwnan w liczbach nieujemnych: Vatz+vVb+y+vet+z=1;
Vaty+vb+z+vete=1; vatz+vbta+vVety=1; dowies¢, zea=b=club

x =y = z| (wspélczynnik trudnosei WT'=2,71; liczba poprawnych rozwigzan LPR=3).

P. Kumor proponuje interpretacje geometryczna: skladniki rozwazanych sum to dlugosci
odcinkéw laczacych punkty (va,0), (v,0), (v/¢,0) z punktami (0,vz), (0,vy), (0,vz),

w trzech permutacjach; teze uzyskuje rozwazajac kilka przypadkéw i korzystajac z tego, ze

w niezdegenerowanym czworokacie wypuklym suma diugosci przekatnych jest wieksza niz suma
dlugosci dwéch przeciwleglych bokdw.

Pozostale dwa dobre rozwiazania: K. Patkowski (nie prostsze od firmowego) i J. Witkowski
(analogiczne do firmowego).

Zadanie 370. [Losowanie ze zwracaniem liczb z1,. ..,z ze zbioru {1,2,...,n}; obliczy¢
wartosé oczekiwana H z; pod warunkiem (Z z; = n)] (WT'=3,17; LPR=3). Oznaczajac
badana wartos¢ oczekiwana przez E(n, k) mozna uzyskaé zaleznoéé rekurencyjna:

I :
E(n,k) = (::;) Z (“glgl)iE(n—i, k—i); w takiej postaci podaje ja K. Patkowski;
a w postaci nieznacznie sie od tego rézniacej — A. Nagérko. Ostateczny wynik

=1 = § i § i i 2 ;
E(n, k) = (::]1_) (“;;c;f_ll) otrzymuje sie stad przez indukcje. Trzecie dobre rozwiazanie

(M. Mostowski) tez sprowadza sie do schematu indukcyjnego.

Zadanie 371. [z1 > ... 2 zp > 0; sz =1 Z\/E(\/a_:;— VEpe ) =1;

(21,...,25) =?] (WT=2,45; LPR=3). Szukane uklady maja postaé (a,q,...,q,0,0,...,0),
gdzie a jest liczba tak dobrana, by ka = 1. P. Kumor dowodzi tego przez indukcje
wzgledem n; M. Kasperski — jak w rozwiazaniu firmowym.

B. Dyda zauwaza, ze zbiér A C R™, okreélony przez warunki z; = ... > z, > 0 oraz

Z xy = 1, jest zwarty 1 wypukly, po czym sprawdza, ze suma wystepujaca w ostatnim
warunku zadania okreéla funkcje A — R, ciagla i scisle wklesla; taka funkcja musi przyjmowac
w pewnych punktach zbioru A swoja warto$¢ minimalna; a moze ja przyjac tylko w punktach
ekstremalnych zbioru A, ktérymi sa wlaénie punkty wymaganej postaci; w tych zas punktach
przyjmuje wartoéé 1; stad teza. (Punkt ekstremalny zbioru wypuklego — to punkt nie bedacy
kombinacja wypukla zadnej pary innych punktéw tego zbioru.)

Zadanie 380. [Maksymalne pole tréjkata réwnobocznego wpisanego w prostokat o zadanych
bokach] (WT=2,40; LPR=10). Zadanie, jak widaé, niezbyt trudne; doéé duzo poprawnych
rozwiazaii — mniej lub bardziej rachunkowych. Ze skruchg trzeba sie przyznaé, ze rozwigzanie
firmowe nie kwalifikuje sie do kategorii ,rozwiazan poprawnych” — gubi bowiem przypadek,
gdy dwa wierzcholki tréjkata leza na dwdch krétszych bokach prostokata. To przegapienie
szczedliwie nie wplynelo na koricowy wynik, ale luka jest niewatpliwa.

Zadanie 383. [ABCD - réwnoleglobok z ostrym katem A; okrag o drednicy
AC przecina proste CB i C'D w punktach E i F'; styczna do okregu w punkcie
A przecina BD w punkcie P = punkty E, F', P sa wspélliniowe| (WT'=2,00;
LPR=18). Wiele ciekawych metod. Bardzo zgrabne rozwiazanie, uzywajace
prostych érodkéw, przedstawili W. Bednorz oraz A. Idzik:

Prosta AP przecina proste CB i CD w punktach G i H (rys. 1); tréjkaty
HAD i AGB sa jednokladne wzgledem punktu P, odcinek AF jest wysokoscia
w pierwszym z tych tréjkatéw. Niech J bedzie punktem przeciecia prostych EF
i AB; |£{BEJ| = |LCAF| = |LJAG|, wiec na czworokacie AGEJ mozna opisaé
okrag; wobec tego |£AJG| = |LAEG| = 90°, czyli odcinek GJ jest wysokoscia

Rys. 1

= w trojkacie AGB. Zatem punkty F i J odpowiadaja sobie we wspomnianej
G\ jednokladnoéci; a to znaczy, ze prosta EF przechodzi przez punkt P.

Inaczej rozumuje L. Kamirski: na prostych CFE i CF wyznacza punkty )

i R tak, by prosta QR byla réwnolegla do AC i przechodzila przez P (rys. 2);
dowodzi nastepnie (pominiemy tu szczegély, nietrudne do uzupelnienia), ze
|AQ| = |CR|, skad wniosek, ze punkty A, C, @, R leza na okregu; punkty E,
F i P sa rzutami prostokatnymi punktu A na proste CQ, CR i QR, wiec leza
na prostej Simsona punktu A wzgledem tréjkata CQR.

Rozwiazanie oparte na twierdzeniu Menelausa (podobne
do firmowego ) przystal A. Nagérko. Pozostale poprawne

rozwiazania — albo znacznie bardziej skomplikowane pojeciowo,
albo uciazliwie rachunkowe.

Zadanie 384. [p — liczba pierwsza, pfn = n|p™—1]
(WT=1,25; LPR=24). Wiekszos¢ rozwiazan sprowadza si¢ do
spostrzezenia, ze w my$l twierdzenia Eulera p?") =1 (mod n),

Rys. 2

o gdzie ¢(n) jest liczba elementéw zbioru {1,...,n}, pierwszych
wzgledem n, a wiec liczba mniejsza od n, a wiec dzielnikiem
liczby n!; stad natychmiast wynika, ze p™ = 1 (mod n).
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