Indeks odkrywa niewidzialne
Witold SADOWSKI

Kiedy w Mistrzu i Matgorzacie Buthakowa Asasello prezentuje swoj talent
strzelecki, Malgorzata dowiaduje sie, iz potrafi on trafia¢ w dowolna komore
i dowolny przedsionek serca przeciwnika.

— Alez tego nie widaé — dziwi sie Malgorzata.

— Witasnie o to chodzi, Ze nie widaé — odpowiada jej Korowiow —Trafié w to,

co widaé, kazdy potrafi.

By¢ moze, zeby strzelaé¢ do tego, czego nie widac¢, konieczne sa diabelskie
sztuczki. Nie sa one jednak potrzebne, by pozna¢ pewne wlasnosci ukrytych
przedmiotéw. Czesto wystarczy uwazna obserwacja ich otoczenia i odrobina

Przypusémy np., ze jesteSmy nad brzegiem jakiego$ zbiornika wodnego,

w ktorym znajduja sie ujécia i Zrédla wody. Pewien fragment bajorka zaslania
nam jaka$ przeszkoda, a my chcemy sie dowiedzie¢, czy zastoniete miejsce
kryje w sobie zrédlo, czy ujscie. Nietrudno wymysleé, ze wystarczy przyjrzec
sie uwaznie np. pewnemu okregowi otaczajacemu zakryte miejsce. Jesli ruch
wody obrazuje rysunek 1, to spodziewamy sie Zrédta, jesli rysunek 2, to ujscia.
Gdyby natomiast najbardziej odpowiadal prawdzie rysunek 3, to moglibysmy
podejrzewad, ze w §rodku nie ma ani ujécia, ani zrédla (lub moze, ze wystepuje

Zwolennicy pewnego formalizmu i bardziej Scistego podejécia do zagadnien

splywu i wyplywu czuja sie moze nieco zaniepokojeni rozwazaniami, w ktérych
wiele zalezy od naszego ,widzi-nam-sie”. Specjalnie dla nich wprowadzmy
kilka uzytecznych pojeé. Powiedzmy, ze powierzchnie bajorka opisuje

ooy plaszczyzna. Kazdemu jej punktowi przypisujemy wektor — predkosé¢ przepltywu
(,poziomego”) wody w tym punkcie. W ten sposéb na plaszczyznie zostaje
okreslone pole wektorowe. Taka plaszczyzna z wektorami przypomina nieco
sier§¢ psa. Zakladajac, ze przeplyw wody jest dos¢ regularny, mozemy uwazac,
iz sier§¢ ta jest gladko uczesana. Zdarzaja sie jednak na niej miejsca, w ktérych
pojawia sie lysinka — sa to, oczywiscie, punkty reprezentujace zrédta badz
ujécia (np. ze Zrédla woda rozplywa sie na wszystkie strony, wiec dokladnie
w punkcie zrédta wektor predkosci ,poziomej” jest zerowy). Wszystkie tysinki,

sprytu.
Rys. 1

i jedno, i drugie).
Rys. 2
Rys. 3

czyli te punkty, ktérym przypisany zostal wektor zerowy, nazywamy punktami

osobliwymi pola wektorowego.

Do badania punktéw osobliwych wykorzystaliSmy
wezedniej otaczajacy je okrag. Spojrzmy jeszcze raz na
rysunek 1. Jezeli wyruszymy z punktu A, poruszajac
sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara, zobaczymy, ze wektor pola poczatkowo
wskazujacy ,p6lnoc”, zacznie pokazywac ,,zachéd”,
potem ,potudnie”, ,wsch6d”, az wreszcie — po
przejéciu catego okregu — znéw pokaze ,pétnoc”.

W ten sposob podczas pelnego obiegu okregu wektor
pola wykonal pelen obrét w kierunku przeciwnym
do wskazowek zegara. Nietrudno spostrzec,

ze w analogicznej sytuacji wektor pola na rysunku 2
réwniez wykona jeden obrét, ale w przeciwna strone.
Natomiast wektor pola z rysunku 3 nie wykona
zadnego obrotu.

Liczbe obrotéw wektora pola przy obiegu okregu

w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara
nazywamy indeksem tego okregu. (W przypadku, gdy
wektor pola obraca sie zgodnie z ruchem wskazdéwek
zegara, liczbe obrotéw bierzemy ze znakiem minus.)
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Widzimy zatem, ze indeksy okregéw z rysunkéw 1, 2, 3
wynosza odpowiednio: 1, —1, 0.

Jasne jest, ze indeks okregu musi by¢ liczba caltkowita
(po pelnym obiegu okregu koncowe polozenie wektora
pola jest przeciez takie samo, jak wyjsciowe). Wynika
stad, ze nawet przy ciaglych zmianach polozenia

oraz promienia okregu badz tez sposobu ,uczesania”
pola wektorowego zmiana indeksu albo wcale sie nie
dokonuje, albo dokonuje sie skokowo (z jednej liczby
catkowitej na druga). Oczywiscie, taka ,nagla” zmiana

Rys.4



indeksu nastapi¢ moze tylko w ,dramatycznych”
okolicznoéciach, tzn. gdy na okregu pojawi sie jakis
punkt osobliwy (rys. 4). O ile zadbamy, aby do tego
nie doszlo, to przy ciaglych deformacjach badz okregu,
badz pola, indeks pozostanie taki sam.

Zauwazmy tez, ze jezeli w gladko uczesanym polu
wektorowym indeks pewnego okregu jest rézny od
zera, to we wnetrzu tego okregu musi znajdowaé

sie punkt osobliwy. Przypusémy bowiem, ze tak nie
jest. Sciskajmy okrag tak, by jego promief malal do
zera. Skoro zalozyliémy, Zze wewnatrz nie ma punktéw
osobliwych, to indeks okregu przez caly czas bedzie
taki, jak na poczatku, tj. rézny od zera. Oznacza to,
ze na dowolnie malym okregu wektor pola wykonuje
pelne obroty. Jezeli wiec w $rodku okregu wektory
pola nie sa ,,przystrzyzone” i nie pojawia sig nigdzie
wektor zerowy, to pole musi by¢ ,rozczochrane”, a nie
gtadko ,uczesane”, jak zakladalismy.

Sprébujmy teraz wykorzysta¢ nasze spostrzezenia
w ... teorii liczb zespolonych.

Przypomnijmy, ze liczba zespolona to liczba postaci
z = a 4+ ib, gdzie a oraz b to liczby rzeczywiste, a i = —1.
Liczbe zespolong mozemy
przedstawic¢ jako punkt badz A
wektor na plaszcayznie.
Dilugosé tego wektora
vy modulem liczby =
uny |z|. Kat, jaki (G,b)
| L »
~
i //
uny arguinentern 11+ //
liczby z. Poniewaz a = |z| cos g, lzl v
ab z| sin ¢, wigc P
/
z = |z|lcosp + 510 ). //
W tej postaci liceby zespolone 4 e
1 1 . T Ll
bardzo latwo sie mnozy. 1
Jesli argumentem z; jest ¢,
a argumentem zp jest i, to
21 - 29 |z1|(cos ¢ + isinw) - |zz|(cosyy + ising) =
= |z1||z2|{{cos @ cos 4 + i” sin g sin ¥ ) + i(sin @ cos ¢ 4 cos wsiny)).
3 3 ’ . 3 . .
Po skorzystaniu z faktu, #e i* = —1 oraz ze wzordw na kosinus
i sinus sumy katow, nzyskujemy
z1 - 2o = |21]|22| [(cos(w + ) + isin(e + )] .
W szezegdlnodei dla liceby naturalnej n zachodzi elegancki wzér
de Moivre'a:

z" = |z|" (cos(np) 4 isin(ng)).

Wezmy dowolny punkt na plaszczyznie. Jesli ma on
wspélrzedne (a, b), to odpowiada on liczbie zespolonej
z = a + ib. Niech f bedzie pewnym wielomianem
zmiennej z

f(2)=2"+an_12""' +...+ a1z + aq,

gdzie a,,_1,-..,a1,ap to liczby zespolone. Oczywiscie,
f(z) jest pewna liczba zespolona, powiedzmy

f(2) = ¢+ id. Mozemy teraz punktowi (a, b)
przypisa¢ wektor [e, d]. Postepujac tak dla kazdego
punktu, okre§lamy na plaszczyznie pole wektorowe.
W szczegdlnym przypadku mamy wielomian

g9(z) = 2.
Kazdemu punktowi przypisany zostaje wektor [a, b]
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i pole wyglada podobnie, jak na rysunku 1.
W punkcie (0,0) mamy punkt osobliwy, natomiast
indeks kazdego okregu, w ktérego wnetrzu lezy
punkt (0,0), wynosi 1. Inny przypadek otrzymujemy,
gdy rozpatrzymy wielomian

h(z)=2", dla n>1.
I tym razem latwo stwierdzié, ze w punkcie (0,0)
mamy ,lysinke”, natomiast indeks dowolnego okregu
o érodku w punkcie (0, 0) wynosi n. (Zachecam
Czytelnika, by to sprawdzil, korzystajac ze wzoru
de Moivre'a).

Powstaje pytanie, jak wyglada sytuacja w przypadku
ogblnym. Czy zawsze w polu wektorowym, okreslonym
przez wielomian o wspélezynnikach zespolonych,
pojawia sie ,tysinka”? Innymi stowy, czy dla
dowolnych wspélezynnikéw an—_1,...,a1,aq istnieje
takie z, ze

2 g g2V Faiz+ag= 07

QOdpowiedz na to pytanie nie wydaje sie latwa,
gdyz w ogélnoéci nie da sie takich z wyliczy¢ ze
wspolezynnikéw réwnania. Jak zatem stwierdzié,
Ze istnieje co$, czego ,nie widzimy”?

Sprébujmy wykorzysta¢ nasze poprzednie sztuczki.
Wezmy okrag O o érodku w punkcie (0,0) i bardzo
duzym promieniu R tak, by ewentualne punkty

osobliwe znajdowaly sie wewnatrz niego.

Mozemy to zrobié¢ biorac, na przyklad,

R > |ag| + |a1| + ...+ |an—1| + 1, gdyz wtedy dla

|z| > R jest |2"| > |an-12""1 + ... + ao|, 2 ktérej to
nier6wnoéci wynika, iz 2™ + an-12""1 + ...+ ag # 0.

Zmiefimy teraz ,uczesanie” pola wektorowego tak, by
w chwili ¢ bylo ono okreslone przez wielomian

ft(z) =2"+ (1 E t}(an—lzn_l e ﬂ'U)'

W chwili ¢ = 0 pole wektorowe okreslone jest przez
wyjéciowy wielomian, w chwili zag t = 1 przez
wielomian 2. W czasie ,przeczesywania” pola zaden
punkt osobliwy nie pojawia sie na okregu O,

dla kazdego t € (0;1) oraz |z| > R mamy bowiem

|Zn1 > ll = t|lan_1zn_1 i +ag|.

A zatem indeks okregu O jest taki sam w chwili ¢ = 0,
jak w chwili ¢ = 1. Skoro w koricowym momencie
wynosit n, wiec réwniez na poczatku wynosil n. Skoro
zaé na poczatku wynosit n, wiec byl rézny od zera

i okrag O musial kry¢ w sobie ,lysinke”.

Udowodniliémy zatem, ze dla dowolnych
wspolezynnikéw zespolonych wielomian
zn+an—lzn_l+"'+a0? HE ]-}

ma miejsce zerowe. Wynika stad natychmiast, ze kazdy
wielomian niezerowego stopnia o wspélczynnikach
zespolonych ma pierwiastek. Jest to podstawowe
twierdzenie algebry.



