O prostych nieréwnoleglych i nieskonczonosci

Wiktor BARTOL Zachecony ,oszustwami”, pleniacymi sie na str. 17, chce przedstawi¢ ,dowdéd”,
ze — wbrew dotychczasowym przypuszczeniom — dwie proste nieréwnolegle
wecale sie nie przecinaja. Dwie proste, jak wiadomo, nie sa réwnolegle, gdy
po przecigciu obu jedna prosta suma katéw jednostronnie wewnetrznych,
utworzonych przez te proste z ta, ktdra je przecina, nie jest réwna 180°. Wezmy
zatem dwie takie proste a i b i przetnijmy je prosta c, tak by utworzone w ten
sposéb katy, lezace po jednej stronie ¢, byly ostre, a po drugiej rozwarte, tak jak
na rysunku 1.

Trudno oczekiwaé, by proste a i b przeciely sie po tej stronie,
gdzie znajduja sie katy rozwarte, przyjrzyjmy sie¢ zatem

temu, co sie dzieje po drugiej stronie. Odlézmy na kazdej

z prostych a i b odcinek % od punktu A do C'iod B do D.
Widaé¢, ze punkty C'i D musza by¢ rézne, gdyz w przeciwnym
przypadku otrzymaliby$my ,tréjkat” ABC (czyli ABD),

w ktérym suma dwéch bokéw bytaby réwna trzeciemu.
Podobnie nie moze istnie¢ punkt wspdlny dla odcinkéw

AC i BD, gdyz znéw otrzymalibyémy ,falszywy tréjkat”.
Powtarzajac taka sama konstrukcje, tym razem dla prostej CD
zamiast AB, otrzymamy nastepna prosta EF (odcinki CE

i DF nie przecinaja sie i nie stykaja) — i tak dalej, dowolnie
wiele razy. A ze za kazdym razem posuwamy sie o krok dalej
wzdtuz prostych a i b, wniosek prosty: a i b nie maja wspélnego
punktu. :

Tym, ktérzy chea sami dociec, gdzie kryje sie nieprawda, proponuje teraz
przerwanie lektury, jako ze zaraz nastapi rozwiklanie zagadki. Dla utatwienia
obliczeri przyjmijmy, ze odcinek AB ma diugoéé 1 jednostki, a katy BAC'i DBA
maja po 60° (rys. 2). Wéwcezas dlugosé kazdego z odcinkéw AC i BD jest
rowna % — i taka sama dlugosé¢ bedzie mial odcinek C'D. Stad wynika dalej,
ze CE, DF oraz EF maja dlugos¢ ;i, nastepne odcinki odkladane na a i na b
maja dlugosc %, itd. Inaczej méwiac, kazdy kolejny odcinek bedzie dwa razy
krétszy od poprzedniego. Zastanéwmy sie teraz, jaka czeS¢ prostej a (lub b)
\A zajelyby wszystkie odcinki, gdyby$my mogli rzeczywiscie
= powtarzaé konstrukcje nieskonczenie wiele razy? Dodajmy
kolejne dlugodci: 1 + § + & + 5 + ... Jak obliczy¢
taka nieskoniczona sume? Ci, ktérzy dostrzegli tu szereg
geometryczny i wiedza, jak sobie z nim poradzi¢, nie beda
mieli z tym problemu. My natomiast pokazemy, ze w zadnym
kroku suma dlugoéci otrzymanych odcinkéw nie przekroczy 1.
Rzeczywiscie, po pierwszym kroku mamy odcinek, zajmujacy
na kazdej z prostych % jednostki. Do pelnej jednostki zostalo
jeszcze % Z tej brakujacej % pokrywamy w drugim kroku
polowe (% jednostki), w trzecim — polowe tego, czego brakuje
do 1 po poprzednim kroku (czyli % jednostki) — i tak dalej:
w kazdym kroku kolejny odcinek zajmuje dokladnie potowe
dlugodci brakujacej do 1 jednostki. Inaczej méwiac, nigdy nie
wyjdziemy poza odcinek o diugosci 1. A przeciez prosta jest
znacznie diuzsza. .. Tak wiec nasz ,,dowdd” wykazuje jedynie,
/ B ze punkt przeciecia wybranych dwéch przyktadowych prostych
lezy w odlegloéci nie mniejszej niz 1 od punktu A (lub B).
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Rys. 2

Przy okazji okazalo sie, Ze suma nieskonczenie wielu sktadnikéw dodatnich
moze byé skonczona, ale o tym zapewne wnikliwi Czytelnicy Delty wiedzieli juz
wezesniej.

P.S. Zachecam Czytelnikéw, ktérzy uslysza o paradoksie Zenona o Achillesie
i zétwiu, aby zajrzeli jeszcze raz do tego artykuliku.
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