tak, by aksjomaty A byly spelnione,

ale formuta ¢ nie. Korzystajac z tego,

ze ,nowe” stale nie sa wspomniane w A,
rozszerzamy niesprzeczna teorie A U {—p}
do teorii zupelnej T, majacej te wlasnosé,
iz ilekroé¢ zdanie egzystencjalne Jaai(z)
nalezy do T, to dla jakiejs stalej ¢, ()
nalezy do T'. Taka konstrukecje musimy
powtdrzy¢ nieskonczenie wiele razy,

coraz to dodajac nowe stale. Ale kazda
formuta jest skornczona i wobec tego, po
owej iteracji wykonanej nieskonczenie
wiele razy, wlasnosé zupelnosei wzgledem
zbioru dodanych statych bedzie spelniona.
Z tak skonstruowanego zbioru formutl juz
tatwo odczytaé model, w ktérym A jest
prawdziwe, ale ¢ nie. Na dodatek, jeshi
jezyk, z ktérego zaczynaliémy konstrukcje,
jest przeliczalny, to i model, jaki zostal
skonstruowany, jest przeliczalny. Wynika
stad cos dziwnego, mianowicie ze zbiér
zdan prawdziwych arytmetyki liczb
rzeczywistych (a nawet teorii mnogoseil)
ma modele przeliczalne. Pokazuje to,

ze logika ,pierwszego rzedu” (dla ktérej
mamy wlasnosé zupelnosci) nie opisuje
struktur nieskonczonych w sposéb
jednoznaczny. Latwo tez zobaczyd,

ze arytmetyka Peano (w jezyku pierwszego
rzedu) ma wiele nieizomorficznych modeli.
Jesli zezwolimy na pisanie zdaii, w ktorych
beda kwantyfikatory przebiegajace
podzbiory zbioru liczb naturalnych, to
wbaradoks” nieizomorficznych struktur,
spelniajacych arytmetyke Peano, znika, ale
tylko pozornie. W kazdym modelu teorii
mnogodci taka teoria ma jeden model, ma
jednak inne, gdy zmieniamy model teorii
mnogosci.

Drugi problem Hilberta dotyczyl
niesprzecznoéci arytmetyki Peano. Jak
mozna by wykazaé¢ owa niesprzeczno$é?
Intuicyjnie arytmetyka Peano jest
niesprzeczna — aksjomaty dotyczace sumy
i iloczynu sprawdza sie ,na palcach”,

a nawet schemat indukcji jest tez
oczywisty — kazde dziecko wie, ze jesli
ustawi¢ kamienie domina pionowo, jeden
za drugim i popchnaé, to wszystkie sie
przewroca, nawet jesli jest ich bardzo
wiele. Jak mozna formalnie udowodnié,

ze zaden dowdd nie wykaze réwnodei 0 = 17

Ale co to jest dowdd?

Nieco uogélniajac ,drugi problem
Hilberta”, mozna pytaé o niesprzecznosé
matematyki (nie tylko arytmetyki, ale
teorii ZFC). W roku 1931 Godel wykazal,
ze nie da sie udowodnié niesprzecznosci
arytmetyki (ani teorii ZFC) w niej samej.
Samo wyrazenie tej wlasnodci nie jest
zupelnie proste. Zauwazmy, ze wewnatrz
arytmetyki mozemy efektywnie

Kolo czy elipsa?
Tomasz KWAST

Planety, jako doskonale obiekty polozone na doskonalym
niebosktonie, musiaty — wedlug astronoméw starozytnych — poruszaé
sie tez w sposob doskonaly, czyli jednostajnie po okregach. Jednak
kazdy zainteresowany widzial, ze obserwowany ruch planet nie jest
tak doskonaly. Pogodzié¢ teorie z obserwacjami Starozytni prébowali
na trzy sposoby. Anaksymander (okolo 610-550 p.n.e.), a pézniej
Eudoksos (408-355 p.n.e.), umieszczali planete na jednostajnie
obracajacej sie sferze, ktdrej o§ osadzona byla w innej sferze
obracajacej sie wokol innej osi itd., az ostatnia sfera obracala

si¢ w koncu wokél Ziemi. Hipparch (190-125 p.n.e.), a po nim
Ptolemeusz (100-168 n.e.), robili co$ podobnego, tyle ze z okregami.
Umieszczali mianowicie planete na okregu (epicyklu), ktérego srodek
wedrowal jednostajnie po innym okregu itd., a w §rodku ostatniego
okregu (deferentu) znajdowala sie Ziemia. Obie te procedury
przypominaja to, co obecnie nazwaliby$my analiza fourierowska.
Dzigki autorytetowi Ptolemeusza ten drugi opis zyskal, jak wiadomo,
szczegdlna popularno$é i przez péltora tysiaca lat w ten wlasnie
sposéb przedstawiano ruchy planet.

Ale Hipparch prébowal chwytu jeszcze
innego. Niech mianowicie przyktadowo
Storice porusza sie jednostajnie po okregu
o promieniu a — skoro.tak by¢ musi — ale
Ziemia, z ktérej Stonce ogladamy, niech
lezy w niewielkiej odleglosci z od $rodka
okregu (rysunek). Te odlegloéé = nalezy
0 z 4 / tak dobraé, by wynikajacy z tego modelu

niejednostajny ruch Slorica najlepiej
zgadzal sie z obserwowanym.
W tréjkacie OSZ jednostajnie (z zalozenia) narasta kat M, ale
obserwator znajduje sie w punkcie Z i moze mierzyé np. kat v
miedzy kierunkiem na Slonce a kierunkiem na jego ,perygeum”.
Gdyby torem Stonca byla elipsa, to zalezno$é¢ v od M we
wspolczesnym zapisie mialaby przyblizona postaé

v=M+2esinM +...,

gdzie tzw. mimoéréd e = /a? — b?/a jest miarg splaszczenia elipsy
o pélosiach a i b. Twierdzenie sinuséw zastosowane do tréjkata OSZ
daje

sin C'

sinv’

T
a
jak réwniez zachodzi zaleznosé v = M + C'. Skoro tak, to

sinC = E sinv = Esin(M +C) = E(Sinﬁf cos C' + cos M sin ().
Ale kat C jest maly, zatem jego sinus jest prawie réwny zeru,
a cosinus jednosci, a wiec sinC =~ C' =~ 5 sin M. Stad

£
ves M+ —sin M.
a

Tak wiec w pierwszym przyblizeniu jednostajny ruch po okregu
bedzie widoczny jako obserwowany ruch niejednostajny, gdy
wspolczynnik przy sin M, réwny Z, bedzie zarazem réwny 2e.

Obecnie wiemy, ze mimosréd orbity Ziemi (lub, co na jedno
wychodzi, orbity Stonica wokél Ziemi) wynosi e = 0,016. Juz
Hipparch znalazt niezte przyblizenie wartosci liczbowej tego



wspolczynnika, choé, oczywiscie, nie znal jego interpretacji
geometrycznej. To dopiero dzieki Keplerowi wiemy, ze
niejednostajnosé ruchu Stonca wzgledem Ziemi (lub odwrotnie)
wynika z eliptycznosci orbit. A pomyst Hipparcha nadal mozna
wykorzystywac przy kresleniu malo splaszczonych elips. Na przyklad
schemat orbit wszystkich planet Uktadu Slonecznego mozna

w dobrym przyblizeniu narysowa¢ cyrklem (bo ich splaszczenia i tak
sie nie zauwazy), byle tylko wbija¢ go nie w Slonce (czyli w ognisko),
lecz odpowiednio troche obok. Gdy promienie orbity maja po 10 cm,
to (sposréd widocznych planet) najdalej od Stoiica bedzie srodek
orbity Merkurego — 20,5 mm, najblizej] Wenus — 0,7 mm; dla Ziemi
bedzie to 1,7 mm.

Reminiscencje olimpijskie
Krzysztof CIESIELSKI

O Olimpiadzie Matematycznej styszalem juz jako uczen szkoly
podstawowej. W | Czytankach” — tak wowczas nazywaly sie
podreczniki do jezyka polskiego — bylo (oparte na faktach)
opowiadanie ,A jednak matma” o Andrzeju, ktéry wyprzedzajac
starszych kolegéw, zajat w Olimpiadzie pierwsze miejsce.

Z zadaniami olimpijskimi zetknalem sie jednak dopiero jako uczen
IT klasy liceum. Dostarczono nam kartke z zadaniami I stopnia,
my, mlodzi, ambitni, uczniowie klasy o profilu matematycznym,
zainteresowani matematyka, thumnie rzuciliSmy sie, by tematy
przepisac i... Po raz pierwszy w zyciu poczulem niesmak po
przeczytaniu tematéw zadan matematycznych. Na tym skonczyl sie
méj udzial w XXIV OM.
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Gdy bylem w III klasie, zadania okazaly sie dla mnie latwiejsze.
Rozwiazalem 10 z 12 i to pozwolilo mi znalezé¢ sie wsrod

117 uczestnikow zawodéw II stopnia w okregu krakowskim. To
nie pomylka, az tyle oséb wtedy zakwalifikowano! Punktualnie
0 9%° podyktowano tematy, zaczeliémy pisaé. .. Po godzinie na
sali powiato groza, gdyz pewien chlopak w czerwonym swetrze

z zadowolona mina podszedl do stolu prezydialnego, oddat
prace i wyszedl. WiedzieliSmy, kto to taki. Tuz przed zawodami
starsi koledzy (na olimpiadzie zawsze znajda sie ,bywalcy”,
ktérzy juz brali w zawodach udzial, wiele wiedza i dziela sie
wrazeniami z mlodszymi) pokazali nam tego w czerwonym swetrze
i poinformowali, ze jest to laureat poprzedniej Olimpiady, ktéry
w tym roku ,tylko o miedzynarodowe]j olimpiadzie mysli”. Po
jego wyjsciu z sali niejeden zastanawial sie, czy byl w ogdle sens
startowac?

Z zadan tych zawodéw najlepiej pamietam ostatnie: Dany jest
cigg liczb catkowitych ay,as,...,az,+1 0 wlasnosci: po odrzuceniu
dowolnego wyrazu pozostate mozna podzieli¢ na takie dwie grupy po
n wyrazow, e suma wyrazow w pierwszej grupie jest rowna sumie
wyrazow w drugiej. Dowiesé, Ze wszystkie wyrazy ciggu sq réwne.
Zadanie (ktérego zreszta nie zrobilem) wywarlo na mnie wrazenie
ze wzgledu na przepiekne rozwiazanie pokazane na ,herbatce
olimpijskiej”. Nalezalo mianowicie zauwazy¢, ze jeéli ciag {b;} ma
wspomniana wlasnoéé, to ciagi {b; + k} oraz {k - b;} tez ja maja

i rozwazy¢ ciag {a; — a1 }...

A kolega, ktéry oddal prace tak szybko, mimo ze byl laureatem
XXIV OM, w XXV OM nie zakwalifikowal sie do finalu.
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ponumerowaé formuly jezyka arytmetyki.
Mianowicie — formula jest ciagiem symboli
alfabetu jezyka arytmetyki. Numerujemy
wiec symbole jezyka. Potem patrzymy

na ciagi skorniczone symboli. Niektére sa
poprawnie zbudowanymi formulami, inne
za$ nie. Przypiszmy teraz ciagowi liczb
{(ai,...,ax) odpowiadajacych kolejnym
symbolom liczbe 2% - 372 . ... . py* (gdzie
pi jest k-ta liczba pierwsza), ktéra bedzie
numerem calego ciagu. Latwo rozpoznaé,
kiedy liczba m jest kodem formuly
arytmetycznej. Nastepnie, wzglednie

latwo rozpoznaé, czy liczba jest kodem

dla aksjomatu arytmetyki (zmudne to,

ale oczywiscie mozliwe). Dalej, mozemy
kodowacé ciagi formul jako liczby, i znowu
latwo (acz zmudnie) mozna rozpoznaé, czy
dana liczba koduje poprawny dowéd. Teraz
mozemy napisaé zdanie arytmetyczne
Con(PA), ktére méwi: ,z aksjomatyki
Peano nie da sie wywies¢ formuly 0 = 17.
Otéz Godel wykazal, ze o ile arytmetyka
Peano jest niesprzeczna, to Con(PA)
dowodu nie ma! Oczywiscie, w teorii ZFC
dowodzimy, ze i negacja (~Con(PA))
dowodu w PA nie ma, bowiem PA ma
model. W szczegélnodei, arytmetyka Peano
nie jest teoria zupelng. Twierdzenie to
zachodzi w silniejszej jeszcze formie.

Mianowicie — zadne niesprzeczne
rozszerzenie arytmetyki Peano o skoriczona
liczbe aksjomatdéw nie jest zupelne.

W licznych dzielach popularyzatorskich

po dzi$ dzien pisze sie o tym niezwyklym
wyniku Gédla rzeczy wielce nieprawdziwe
(na przyklad takie, ze Godel wykazal,

iz teorie zupelne nie istnieja).

Do czasu udowodnienia niezupelnoéci
arytmetyki (1931) wydawalo sie
matematykom, ze kazdy problem
dotyczacy liczb naturalnych, a nawet kazdy
problem teorii mnogosci da sie¢ rozwiazaé
na podstawie znanych juz od jakiego$
czasu aksjomatéw. Natomiast Godel
dowiddl, ze pewne zdania arytmetyczne
oraz ich negacje nie dadza sie udowodnié
ani obalié¢, nawet w najsilniejszej znanej
teorii, mianowicie teorii mnogoéci.

Oprécz zdania Con(PA) znaleziono
tez rézne wlasnosci teorioliczbowe
albo kombinatoryczne niezalezne od
aksjomatyki Peano, w szczegdlnodei
rozmaite uogdlnienia twierdzenia Ramseya
o kolorowaniu graféw. Dowody wielu

z tych uogélnien wymagaja metod analizy,
a czasem i teorii mnogosci. Co wiecej,
okazalo sie, ze zdania takie wiaza sie silnie
z rozmaitymi aksjomatami ,wielkich liczb
kardynalnych”. Badania Parisa, Solovaya

i Friedmana daly wiele takich twierdzen.



