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Termin nadsylania rozwiazan:
31 III 2000

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Piotr Kumar

Bogumila Piotrowska
Janusz Olszewski

Andrzej Daniluk
Zbigniew Galia.s

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 381 (WT=2,46) i 382 (WT=1,31)

z numeru 5/1999
- Olsztyn 42,95
- Zielona Góra 42,35

- Suwalki 36,66
- Kraków 35,82
- Kraków 35,12

Zadania z matematyki nr 393, 394

Redaguje Marcin E. KUCZMA

393. Ze zbioru {l, 2, 3, ... ,2000} losujemy bez zwracania m liczb (1 ~ m ~ 2000).

Niech pm bedzie prawdopodobienstwem tego, ze suma wylosowanych liczb dzieli sie

przez 5. Wyznaczyc te wartosci m, dla których Pm = 1/5.

394. Udowodnic, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb calkowitych (a, b) o tej

wlasnosci, ze wielomian P(x) = x5 - ax + b ma dwa pierwiastki rzeczywiste, których

iloczyn jest równy 1.

Zadanie 394 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/1999

Przypominamy tresc zadan:

385. Wyznaczyc wszystkie liczby ó > O, dla których jest prawdziwe nastepujace zdanie: jezeli

f: [O, 1] -> IR jest dowolna funkcja ciagla spelniajaca warunek f(O) = f(l), to dla pewnej liczby x

zachodzi równosc: f(x) = f(x + ó).

386. Niech n ?: 2 bedzie ustalona liczba naturalna. Obliczyc maksymalna wartosc, jaka moze miec

suma L IPiPj 12 dla n punktów Pl, ... ,Pn lezacych na sferze o promieniu 1 (suma (~) skladników,

odpowiadajacych wszystkim parom (i, j), i < j).

= f(l) - f(O) = O,

2:g(kó) = 2: (J((k+1)8) - f(k8») = f(n8) - f(O) =
k=O k=O

zatem co najmniej jeden skladnik sumy Lg( kó) jest

liczba nieujemna i co najmniej jeden skladnik jest liczba

niedodatnia. Z ciaglosci funkcji g wynika, ze dla pewnego x

zachodzi równosc g(x) = O, czyli f(x + 8) = f(x).

385. Aby mogla zajsc równosc f(x) = f(x + 8), liczby

x oraz x + 8 musza nalezec do dziedziny funkcji f, czyli

do przedzialu [0,1]. Zatem rozwazane zdanie nie jest

prawdziwe dla zadnej liczby 8 > 1. W dalszym ciagu

ograniczamy uwage do liczb 8 ~ 1.

Przypuscmy najpierw, ze 8 = l/n dla pewnej liczby

naturalnej n. Niech f: [0,1] --> ~ bedzie funkcja ciagla

spelniajaca warunek f(O) = f(l). Okreslamy funkcje

g: [0,1-8] --> ~ wzorem: g(x) = f(x + 8) - f(x). Poniewaz

Przypuscmy z kolei, ze 8 :/= l/n dla wszystkich liczb

naturalnych n. Znajdujemy takie liczby m E N,

, E ~, ze 1 = m8 +" O < , < 8. Niech h: [0,8] --> ~

bedzie jakakolwiek funkcja ciagla spelniajaca warunki

h(O) = h(8) = O, h(!) = 1. Przedluzamy ja do ciaglej

funkcji okresowej h: ~ --> ~, o okresie 8. Definiujemy

funkcje ciagla f: [O, 1] --> ~ wzorem

f(x) = h(x) - x dla x E [0,1].

Oczywiscie f(O) = O,

f(l) = h(l) - 1 = h(m8 + ,) - 1 = h(!) - 1 = O.

A skoro równosc h( x + 8) = h( x) zachodzi dla kazdej

liczby x, to analogiczna równosc dla funkcji f nie zachodzi

dla zadnej liczby x. Skonstruowany przyklad pokazuje, ze

w tym przypadku rozwazane zdanie nie jest prawdziwe.

Wniosek: zdanie to jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy,

gdy 8 jest odwrotnoscia liczby naturalnej.

n-ln-l

386. Niech Vi bedzie wektorem dlugosci 1, zaczepionym w srodku sfery, o koncu

w punkcie Pi. Wówczas

2: IPiPjl2 = L lVi - Vjl2 = 2:(Ivil2 + IVjl2 - 2· Vi 'Vj) = 2:(2 - 2· Vi 'Vj) =
i<j i<j i<j i<j

=2(;) - (I2:ViI2 - 2:IViI2) =n(n-l)-I2:ViI2 +n=n2-J2:Vij2 ~n2.~ 1. 1. 't

Równosc w tym szacowaniu zachodzi, gdy LVi jest wektorem zerowym, czyli, na

przyklad, dla punktów Pl, ... , Pn bedacych wierzcholkami n-kata foremnego wpisanego

w kolo wielkie danej sfery. Szukane maksimum wynosi zatem n2.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 III 2000

Zadania z fizyki nr 290, 291

Redaguje Jerzy B. BROJAN

290. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B znajduje sie nieruchomy

ladunek punktowy Q. Male cialo o masie m i ladunku q umieszczono w punkcie

odleglym od Q o ro, przy czym odcinek q - Q byl prostopadly do B, a predkosc

poczatkowa ciala byla równa zeru; ponadto przyjmijmy, ze znaki ladunków sa

jednakowe. Wykazac, ze w czasie ruchu ciala jego odleglosc od Q nie przekroczy

pewnej maksymalnej wielkosci rmax i podac równanie pozwalajace obliczyc te wielkosc.

291. Dwie równolegle czarne powierzchnie plaskie znajduja sie w temperaturach O°C

i 100°C, a w obszarze miedzy nimi jest próznia. Jesli wprowadzimy w ten obszar cienka

czarna plyte równolegla do obu powierzchni, to jaka temperature przybierze ona po

dlugim czasie? Rozmiary powierzchni sa znacznie wieksze od odleglosci miedzy nimi.

Na uzyskanie tytulu Weterana

Ligi 44 F p. Andrzej Idzik potrzebowal

tylko okolo 3,5 roku!

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 280 (WT=1,69) i 281 (WT=2,23)

z numeru 6/1999

Andrzej Idzik
Tomasz Wietecha

Andrzej Nowogrodzki
Aleksander Surma

Artur Arciszewski
Jaroslaw Lazuka

Grzegorz Milos

Tomasz Rudny

Marek Wójcicki

- Boleslawiec
- Tarnów

- Chocianów

- Myszk6w
- Kielce

- Warszawa
- Mielec

- Warszawa.
- Szczecin

44,82

37,76
31,26

25,25
22,63

20,19
17,14

15,53
13,96

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1999

Przypominamy tresc zadan:

282. W zewnetrznym jednorodnym polu elektrycznym umieszczono prostopadle do niego dwie

przewodzace plytki i zwarto je, tak ze wskutek indukcji na plytkach pojawily sie ladunki

przeciwnego znaku. Czy wzajemne przyciaganie tych plytek jest silniejsze, czy slabsze od

rozciagajacego je oddzialywania ze strony pola zewnetrznego?

283. 4 lutego 1999 r. rosyjscy kosmonauci przeprowadzili (nieudany) eksperyment z oswietleniem

powierzchni Ziemi swiatlem slonecznym odbitym od zwierciadla umieszczonego na orbicie. Jak

podawala prasa, zwierciadlo bylo kolem o srednicy 25 m, a wysokosc orbity wynosila 360 km. Jesli

odbita wiazka swiatla pada na powierzchnie Ziemi prostopadle, a zwierciadlo jest plaskie, to jaka

jest srednica wytworzonego "zajaczka"? Czy mozna ja zmniejszycl stosujac zwierciadlo wklesle?

Ile razy silniejsze jest oswietlenie takim zwierciadlem od Ksiezyca w pelni? Dane: srednica katowa

Slonca i Ksiezyca na niebie - okolo 32', srednie albedo Ksiezyca (wspólczynnik odbicia swiatla od

jego powierzchni) - 0,073.

282. Silniejsze jest oddzialywanie ze strony pola zewnetrznego, co mozna wykazac

naj prosciej na podstawie bilansu energii: miedzy plytkami wypadkowe natezenie

pola jest równe zeru, zatem rozsuniecie plytek powoduje zmniejszenie objetosci

obszaru, w którym wystepuje pole elektryczne i zmniejszenie energii pola. Stad praca

wykonywana przy oddalaniu plytek jest ujemna, czyli sila rozciagajaca przewaza.

283. Po odbiciu od malego zwierciadla plaskiego wiazka swiatla o szerokosci

katowej 32' = 9,3 . 10-3 rad utworzy w odleglosci 360 km "zajaczek" o srednicy

360 . 9,3 . 10-3 km = 3,4 km. Dla duzego zwierciadla do tego wyniku nalezaloby

w zasadzie dodac srednice zwierciadla, co jednak dla zwierciadla o rozmiarach

kilkudziesieciu metrów nie ma praktycznie zadnego znaczenia (teoretycznie mozna

by wyeliminowac to dodatkowe zwiekszenie "zajaczka", stosujac zwierciadlo wklesle

o ogniskowej 360 km). Oznaczmy stala sloneczna (natezenie oswietlenia powierzchni

prostopadlej do promieni slonecznych) przez lo. Mnozac ja przez powierzchnie

zwierciadla, znajdujemy moc, która nastepnie rozklada sie na powierzchnie "zajaczka".

Po przeksztalceniach stwierdzamy, ze natezenie lz oswietlenia "zajaczka" jest dane
wzorem

Rozwiazanie zadania F 515.

W gazach miedzy czasteczkami dzialaja

sily wzajemnego przyciagania, które

daza do zmniejszenia objetosci gazu. To

znaczy, ze w utrzymaniu gazu w danej

objetosci cisnieniu zewnetrznemu pomaga

cisnienie wewnetrzne, które powstaje

na skutek wzajemnego przyciagania

czasteczek. Zatem gdyby sily wzajemnego

przyciagania przestaly dzialac, cisnienie

gazu zwiekszyloby sie.

(az) 2lz = lo ao '

gdzie ao jest dana srednica katowa Slonca, a az = (25 m/360 km) = 6,9 .10-5 rad jest

srednica katowa zwierciadla.

Calkowita moc promieniowania docierajaca do powierzchni Ksiezyca jest równa

iloczynowi lo przez "pole tarczy Ksiezyca" 7r R%, a po pomnozeniu przez albedo a

znajdujemy moc wypromieniowana. Jak wynika z prawa Lamberta, natezenie h
oswietlenia powierzchni Ziemi przez Ksiezyc w pelni wyznaczymy, dzielac te moc przez

7r R2 (gdzie R jest odlegloscia Ksiezyca od Ziemi):

(Rk)2 1 2h = alo' R = al04ao,

przy czym podstawilismy srednice katowa Ksiezyca równa ao. Ostatecznie stosunek

oswietlen wynosi

lz = .i . a; = 35.
h a a;5

Wedlug danych prasowych srednica "zajaczka" miala w rzeczywistosci wynosic od 5 do

8 km, a stosunek oswietlen - od 5 do 10, zapewne wskutek niedoskonalosci zwierciadla

(które nie bylo tez, jak sie zdaje, pelnym kolem).
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