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Inna znana loteria to gra w ruletke;

w koricu XIX wieku w Monte Carlo
preyjezdnych wital tlum tzw. Profesoréw
— Indzi, ktérzy sami zbankrutowali

i usitowali innych uczyé swych
niezawodnych systeméw gry.

Podczas dlugiej gry grajacy czastka po
czgstee traci kapital (patrz np. Delta
6/1998); zmieniaja sie zaréwno kwoty,
ktérymi dysponuje, jak i uzytecznosé
stawek. Jedli sie juz gra, warto stawiaé
wszystko w jedne] grze, ktéra daje
wygrana o pozgdanej uzytecznosci.

zyciu codziennym

Przypadek pojawia si¢ na kazdym poziomie ogélnosci naszych rozwazan;
odgrywa role w fizycznym opisie $wiata, biologicznym opisie zycia, zachowaniu
mas w zyciu spolecznym itd. Jednostka postrzega przypadek jako zagrozenie lub
wykorzystuje go jako element strategii w starciu z konkurentem. Probabilistyke
spotykamy wiec w codziennosci. Oto przyktady.

Uzytecznos$é wygranych na loterii. Loterig sa m.in. ubezpieczenia
majatkowe. Ubezpieczyciel szacuje prawdopodobieristwo np. pozaru, pobiera
od klienta sktadke réwna np. 5% wartodci obiektu i, w razie straty, wyplaca
odszkodowanie. Klient ocenia warto$é proponowanej loterii. Przy wspomnianej
stawce moze oczekiwaé, ze we wsi ztozonej z 20 doméw corocznie jeden dom
splonie lub (w bardziej efektownym wariancie) moze liczy¢ na kompletna,
zaglade wsi érednio co 20 lat. Obserwacje rzeczywistoéci pozwalaja ocenié, czy
gra w ubezpieczenia jest sprawiedliwa.

Dla zabawy, aby przezy¢ namiastke gry, zaproponujmy znajomym wplate po
ztotéwee do puli; niech pewien mechanizm losowy z réwnymi szansami przyznaje
caly pule jednemu z nas. Wiekszo$é oséb, jakkolwiek nie widzi w tej grze
wickszego sensu, przystaje na udzial w grze. Zauwazmy, ze mato oséb zagra, gdy
stawke podniesiemy do 100 zt.

Dlaczego ludzie biora udzial w grach niesprawiedliwych, a nie biora udziatu
w sprawiedliwych? Odpowiedzi na to pytanie udziela teoria uzytecznoéci. Kazda
wygrana i kazda przegrana ma bowiem dla grajacych odpowiednig uzytecznosé.

Formalnie biorac, do oceny gry losowe]j potrzebne jest pojecie oczekiwanej
wygranej. Niech x1,x2,...,z, beda wyplatami w grze, a py,pa, ..., pn
— prawdopodobiefistwami tych wyplat. Oczekiwana wygrana definiuje
T
si¢ wzorem E(X) = }° x;p;. Przypisujac wygranej ¢ uzytecznosé u(z),
i=1
bierzemy pod uwage nowa gre, w ktérej z prawdopodobieristwem p; zdarza sie

wyplata u(x;). Oczekiwana uzytecznoscia jest wiec E(u(X)) = 3 u(z;)pi.

i=]
O ksztalt funkcji uzytecznosci tocza spory psychologowie i matematycy. Tu
dla przykiadu wezmiemy funkcje sklejong z dwéch galezi parabol, okreélona
wzorami u(z) = v/z/10 dla z > 0 i u(z) = —(2/10)? dla z < 0, ktéra bagatelizuje
pewne straty (np. te z przedziatu (—10,0)), a przecenia pewne zyski (np. te
z przedzialu (0, 10)). Jesli z; = —5, £3 = 5, py = p2 = 0,5, to E(X) = 0, czyli
gra w sensie oczekiwanej wygranej jest sprawiedliwa, emocjonalnie obojetna.
Natomiast E(u(X)) = 0,5(—0,25 + /0,5) = 0,23, czyli w sensie oczekiwanej
uzytecznosci gra jest atrakcyjna, i to dla obu graczy!

Wracajac do ubezpieczeni, przypusémy, ze dom wartosci 30 (x10% z}) jest
zagrozony pozarem z prawdopodobiefistwem 0,05. Strata X przyjmuje

wartosci z; = —30, zg = 0, z prawdopodobieristwami odpowiednio p; = 0,05,

p2 = 0,95. Zatem E(X) = —1,5, a wiec skladka 1,5 bylaby sprawiedliwa.
Oczekiwana uzytecznoéé rezygnacji z ubezpieczania domu jest réwna E(u(X)) =
= —(30/10)% - 0,05 = —0,45. Jesli nawet ubezpieczymy sie z niesprawiedliwa
sktadka 2, to i tak oczekiwana uzytecznosé E(u(X)) = —0,04 jest wieksza, niz
gdy rezygnujemy z ubezpieczenia.

Metoda reprezentacyjna. Kiedy nadchodza wybory, wiele oséb chce zawczasu
wiedzie¢, jakie beda wyniki. Informacji dostarczaja im biura badania opinii
publicznej, oglaszajac np.: ,kandydata A popiera 40% wyborcéw, z doktadnoscia
3%; reprezentatywna préba skladata sie z 1000 ankietowanych”.

Teoria matematyczna lezaca u podstaw takich stwierdzen opiera sie na
rozkladzie dwumianowym i jego aproksymacji rozkladem normalnym. Zaklada
sig, ze wyborcy maja zdeterminowane poglady: w czeSci p popieraja A i w czeéci
1 — p sa mu przeciwni. Spoéréd wszystkich wyborcéw wybiera sie losowo osoby
ankietowane, ktére ujawniaja swe poglady. Frakcja popierajacych A w prébie
Jjest estymatorem p poparcia w catym spoleczefistwie. Gléwnym problemem
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Rozwigzanie zadania F 514.
Potencjaly punktéw B i B' sa réwne

: ; S Higred
i odcinek BB' nie wplywa na opdr figury.

Jezeli przewodnik BB’ usuniemy, to
otrzymang figure mozna rozpatrywac
jako rdwnolegle polaczenie dwdéch
jednakowych obwoddw elektrycznych:
ABCDEF i AB'C'D'E'F. Wyznaczamy
opdr galezi ABCDEF. Opér preta jest

l

réowny r = p—, a wiec opdr kazde] czesci
e
1 ;
preta wynosi —r. Opér trdjkata BCD
5 3
wynosi o, st ad opdr calej galezi
ABCDEF ma wartoéé
2 1 T
Ri=2:-=r+=r==r.
9 3 9
Opér calej figury jest rowny:

Wariancja zmiennej losowej X, okreslana
WwWZOorern

Var(X) = E({X - EX)?),

jest miara rozproszenia tej zmiennej.

Przy innej okazji napiszemy w Delcie
o trafnodci losowych prognoz pogody.

badan reprezentacyjnych (obok sposobu losowania préby) jest ustalenie wielko$ci
préby wystarczajacej do oceny preferencji wyborcow z wymagana dokladnoscia.

Niech S,, bedzie liczba popierajacych A w prébie o liczebnosci n; utamek

S, /n = p’ wyraza, jaka cze$¢ préby popiera A. Podana informacja o bledzie
prognozy oznacza, iz |p’ — p| < 0,03. Nalezy podkredlié, ze zadna liczebnoéé
préby nie gwarantuje spelnienia tej nieréwnosci; trzeba bowiem dopusci¢ mysl,

iz losowa préba moze sie sktadaé z samych zwolennikéw A nawet wtedy, gdy
stanowia oni drobna cze$¢ wyborcdw. Decydujemy sie zatem na pewien poziom
ufnosci a, np. o = 0,95 — tzn. chcemy dobraé n tak, by nieréwno$é |p’ — p| < 0,03
zachodzita z prawdopodobienstwem réwnym co najmniej 0,95.

Uzywane metody losowania préby gwarantuja zwykle, ze S, ma rozklad
dwumianowy z parametrami n i p. Do rozwiazania naszego zadania wystarczy
twierdzenie de Moivre’a—Laplace’a, ktore méwi, ze przyblizeniem rozkltadu
dwumianowego jest rozklad normalny, a Scilej

P(lp' —p| <0,03) = P(|S,/n—p| <0,03) = P(—0,03n < S, —np <0,03n) =
= P(—2 < Z £ 2) & ¢(2) — ¢(—2),

gdzie Z = (S, — np)/\/npq, z = 0,03n/,/npq, ¢ jest dystrybuanta standardowego
rozktadu normalnego.

W odpowiednich tablicach mozna sprawdzié¢, ze ¢(z) — ¢(—2) = 0,95 dla

z = 1,96, czyli dla n = 4268,4pqg. Poniewaz pq nie przekracza %, wiec n > 1067
zapewnia wymagany poziom ufnosci. Pamietajmy jednak, iz jest jedna szansa
na 20, ze blad |[p’ — p| przekroczy 0,03.

Celowe zaburzenia w badaniach reprezentacyjnych. Najwigkszym
zagrozeniem metody reprezentacyjnej jest unikanie lub falszowanie odpowiedzi.
Zdarza sie tez czesto, ze ankietowani — np. ze wzgledu na wstyd lub inne uczucia
— nie sa sklonni ujawnié¢ pogladdw, ale chetnie sie nimi dziela, gdy moga w jakis
spos6b ukryé wiasne zdanie. Dla uwiarygodnienia ankiet dodaje sie wiec czasem
jeszcze jeden element losowy. Oto przyktad.

Przypuéémy, ze w ankiecie mozliwa jest jedna z dwéch odpowiedzi: 0 lub 1.
Ankieta objeto n 0séb; ich poglady tworza deterministyczny ciag =1, 2, ..., T,

zer i jedynek. Celem ankiety jest znalezienie frakcji p = l Z x; 0s6b
s

wyznajacych poglad 1. =t

Ankietowani odpowiadaja zgodnie z nastepujaca instrukcja: (1) rzu¢ moneta;

(2) rzu¢ moneta po raz drugi; jesli wypadnie orzel, odnotuj w ankiecie wlasny

poglad, a jesli reszka — wynik poprzedniego rzutu (0 oznacza reszke, a 1 orta).

Zauwazmy, ze ankietowany moze odpiera¢ wszelkie uwagi, twierdzac, iz jego
odpowiedz to wynik rzutu moneta. Nadto jednakowe odpowiedzi nie dowodza
jednomyslnosci w grupie.

Wprowadzmy zmienne losowe charakteryzujace i-ta osobe: §; — wynik pierwszego
rzutu moneta (orzel: §; = 1; reszka: §; = 0); A; — wynik drugiego rzutu
(orzel: A; = 1; reszka: A; = 0). Wowczas odpowiedz i-tej osoby wyraza wzor

T
X, = Az + (]_ - Ai}é,;, 8.9.= Z X, to liczba odpowiedzi 1L
i=1
Zmienne losowe 61,02, ...,60n, A1, As, ..., A, sa niezalezne i przyjmuja
z prawdopodobieristwem 1/2 wartodci 0 i 1. Latwo wiec sprawdzié, ze
E(X;) = %a:,; - }1, Var(X;) = %. Proponowany estymator p* frakcji p i jego
wariancja (potrzebna do oceny bledu estymacji) sa nastepujace:

Var(p*)

42 1
i nSn 2" 4n’
Nasz estymator jest nieobciazony, tzn. jego wartos¢ oczekiwana jest réwna
nieznanemu parametrowi: E(p*) = p. Jego wariancja maleje liniowo ze
wzrostem n (tak samo jak w metodzie reprezentacyjnej bez zaburzania ankiet).
Opisana metoda jest na tyle efektywna, Ze mozna ja stosowaé w praktyce,
a grube oszacowania p nie wymagaja wielu obserwacji.
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