
Niezaleznosc zdarzen

Niezaleznosc jest jednym z najwazniejszych pojec

rachunku prawdopodobienstwa, wykorzystywanych

nieswiadomie (bez podawania scislej definicji) od

samego poczatku powstawania teorii. Mianowicie,

prawdopodobienstwo zajscia n zdarzen jednoczesnie

obliczano jako iloczyn prawdopodobienstw

poszczególnych zdarzen (tzw. regula mnozenia).

Najbardziej spektakularny przyklad to rozpatrywany

przez Bernoulliego schemat n-krotnego powtórzenia

tego samego doswiadczenia o dwu mozliwych

wynikach. Brak scislej definicji niezaleznosci, a takze

ogólnej definicji prawdopodobienstwa, prowadzil

do wielu bledów. Np. d'Alembert uwazal, ze szansa

uzyskania dwu orlów w dwu rzutach moneta jest

równa 1/3, gdyz jesli otrzymamy za pierwszym
razem reszke, to drugi raz nie warto rzucac, a gdy

za pierwszym razem wypadnie orzel, to za drugim

razem moze wypasc orzel lub reszka, a wiec mamy

trzy równoprawne zdarzenia {R, OR, OO}. Tego

typu bledy, paradoksy (np. Bertranda) oraz róznego

rodzaju nadinterpretacje spowodowaly, ze wiele osób

nie uwazalo rachunku prawdopodobienstwa za galaz

matematyki. Dopiero praca wielu matematyków

uwienczona podaniem przez Kolmogorowa aksjomatów

rachunku prawdopodobienstwa i definicji niezaleznosci

spowodowala, ze rachunek prawdopodobienstwa

stal sie scisla teoria matematyczna. Niezaleznosc

zostala zwiazana z pojeciem miary i uzyskala jasna

interpretacje·

Definicja. Mówimy, ze zdarzenia Al, A2, ... , An

z danej przestrzeni probabilistycznej (O, F, P) sa

niezalezne, gdy

P(Ai1 n ... n Aik) = P(Ail)····· P(Aik)

dla dowolnych 1 :::;il < ... < ik :::;n, k = 2, ... , n.

Zatem niezaleznosc definiujemy za pomoca reguly

mnozenia (która, jak juz wspominalem, nie byla

wyslowiona, ale byla uzywana od samego poczatku).

Teraz skoncentrujemy sie na niezaleznosci

dwu zdarzen. Zacznijmy od przykladu: gdy

wyciagamy jedna karte z talii 52 kart, to zdarzenia:

A - wyciagniecie pika i B - wyciagniecie asa sa

niezalezne (gdyz P(A) = 13/52, P(B) = 4/52,

P(A n B) = 1/52). Natomiast zdarzenia:

G - wyciagniecie pika i D - wyciagniecie karty czarnej

starszej niz 10 nie sa niezalezne, gdyz P( G) = 13/52,

P(D) = 8/52; P(G n D) = 4/52. Zdarzenie pewne (O)

i zdarzenie niemozliwe (0) sa niezalezne od kazdego

innego zdarzenia. Jednakze nie zawsze istnieja takie

zdarzenia niezalezne A, B, ze P(A), P(B) E (0,1).

Na przyklad biorac O = {l, 2, ... , l3} i przyjmujac,

ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo

prawdopodobne, wezmy P(A) = k/13, P(B) = 1/13,

P(A n B) = m/13, O < k, l < 13. Zdarzenia A, B sa

niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ~ ~ = m -
13 13 13

ki = 13m, a ta równosc zachodzic nie moze.
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Wykluczajace sie zdarzenia A, B sa czesto uwazane za

niezalezne. Tymczasem sa one niezalezne wtedy i tylko

wtedy, gdy P(A) = O lub P(B) = O.

Rozwazmy teraz zadanie. Sposród rodzin majacych

n > 1 dzieci wybieramy losowo jedna. Czy zdarzenie A:

w wybranej losowo rodzinie sa dziewczynki i chlopcy

i zdarzenie B: w wybranej losowo rodzinie jest co

najmniej jedna dziewczynka, sa niezalezne? Zdarzenia

elementarne to uporzadkowane wedlug wieku dzieci. Sa

one jednakowo prawdopodobne. Jak latwo sprawdzic

(zachecam, by Czytelnik to zrobil), A i B sa niezalezne
- n = 3. Zatem na podstawie samego opisu zdarzen nie

mozna stwierdzic, czy sa one niezalezne, czy nie.

Warto sobie uswiadomic, ze pojecie niezaleznosci

w rachunku prawdopodobienstwa jest rózne od

potocznego rozumienia tego slowa. Na przyklad,

temperatura morza nie zalezy od mojej ochoty do

kapieli, natomiast moja chec do kapieli zalezy od

temperatury morza - w rachunku prawdopodobienstwa

zdarzenia sa wzajemnie niezalezne.

Gdy P(B) > O, to (z definicji prawdopodobienstwa

warunkowego) mamy P(AIB)P(B) = P(A n B),

zatem niezaleznosc zdarzen A, B jest równowazna

warunkowi P(AIB) = P(A), czyli warunkowi, ze zajscie
zdarzenia B nie ma wplywu na prawdopodobienstwo

zajscia zdarzenia A. Tak wyglada jedno z intuicyjnych

wyobrazen niezaleznosci.

Gdy wrócimy do definicji n zdarzen niezaleznych, to

widzimy, ze trzeba sprawdzic 2n -n-l równosci. Ale na

szczescie czesto mozna je sprawdzic za pomoca jednego

rozumowania. Przykladem tego moze byc dowód,
ze przy n-krotnym rzucie kostka niezalezne sa zdarzenia

Ak: w k-tym rzucie wypadla szóstka, k = 1,2, ... , n.
Istotnie, dla dowolnego wyboru indeksów,

6n-k 1

P(Ai1 n ... n Aik) = ~ = 6k = P(AiJ ... P(Aik)'

Takze zamiana dowolnej liczby z niezaleznych

zdarzen Al, A2, ... , An na przeciwne zachowuje

niezaleznosc (co sprawdzamy indukcyjnie). Stad np. jesli

w doswiadczeniu, polegajacym na tym, ze n osób

oddaje strzal do tarczy, zdarzenia, iz poszczególni

strzelcy trafiaja do tarczy, sa niezalezne, to zdarzenia,

ze poszczególni strzelcy nie trafiaja, tez sa niezalezne.

Powstaje pytanie, czy w definicji niezaleznosci nie ma

za duzo warunków, czy nie mozna by opuscic pewnych

równosci. Okazuje sie, ze do niezaleznosci nie wystarczy
niezaleznosc zdarzen parami; np. przy dwukrotnym

rzucie moneta zdarzenia: A - za pierwszym razem

wypadl orzel, B - za drugim razem wypadl orzel,

G - za pierwszym i drugim razem wypadla ta sama

strona monety, sa parami niezalezne, a wszystkie trzy

nie sa niezalezne. (Czytelnik zechce sam podac przyklad

zdarzen A, B, G, które nie sa parami niezalezne,

ale P(A n B n G) = P(A)P(B)P(G).) Zatem

liczby równosci, które trzeba sprawdzac w definicji

niezaleznosci, nie mozna zredukowac.


