od tego, w ktorej chwili mamy pewnoé¢, ze czastka
istnieje, a prawo rozpadu promieniotwérczego méwi
nam jedynie o tym, ze bedzie ono o polowe mniejsze
po kazdym przedziale czasu T .

Prawo rozpadu promieniotwérczego jest wiec odbiciem
faktu, ze hipotetyczne rozpady w poszczegdlnych
przedzialach czasu sa niezalezne. Dlatego
prawdopodobienistwa rozpadu mnoza sie, kiedy
dodajemy przedzialy czasu.

Uniwersalnoéé prawa rozpadu promieniotwérczego
polega na tym, ze mozna je stosowa¢ do dowolnych
nietrwalych obiektéw mikro§wiata. Dla kazdej
czastki wystarczy wzia¢ pod uwage jej wlasny czas
polowicznego rozpadu, a wiec trzeba jedynie zmienié
skale na rysunku 2. Dla przykladu, pokazano tam

tez prawa rozpadu promieniotwoérczego neutronu
swobodnego (T} /2 ~ 10 min.) i jadra 8Be, czyli
izotopu berylu o 4 protonach i 4 neutronach

(Tyj2 ~4-107'7 s). Jedna wspélna krzywa opisuje
wszystkie prawdopodobienstwa rozpadu; wystarczy
patrzec¢ na rézne osie czasowe.

Wréémy do rozpadu nabytego uprzednio pojedynczego
protonu. Po czasie réwnym wiekowi Wszechswiata
(okoto 1010 lat) prawdopodobierfistwo jego rozpadu
jest rzedu zaledwie T'/T} /2 ~ 10720, Gorzej jest,

gdy spojrzy sie na Wszech$wiat jako caloéé. We
Wiszechéwiecie jest podobno okoto 108¢ protonéw, wiec
od narodzin Wszechéwiata moglo sie juz bylo rozpasé
okoto 10%° z nich. A tego jest juz catkiem sporo — tak
okolo tysiaca Stonc!

Kolektywy i miary

Prawdopodobienstwo wedlug von Misesa i Kolmogorowa

Andrzej
DABROWSKI

Zasada ta po raz pierwszy pojawila
sie w pracy Ars Conjectandi Jakuba
Bernoulliego, wydanej po jego smierci
w 1713 r.

Richard von Mises urodzil sie

19 kwietnia 1883 roku we Lwowie.

Byl wszechstronnym matematykiem,
specjalista z zagadnien statystyki

i teorii prawdopodobienstwa, fizykiem

i filozofem. W wieku 26 lat zostal
profesorem zastosowan matematyki

w Strasburgu, gdzie pozostal do

1918 roku; podobne stanowisko zajmowal
w Berlinie w latach 1920-1933. Zmuszony
przez hitlerowcdéw do opuszczenia kraju,
najpierw zatrzymal sie w Stambule,

aby wyemigrowaé do USA w 1939 roku,
gdzie otrzymal stanowisko profesora

na Uniwersytecie Harvarda. Byl
entuzjasta i wybitnym teoretykiem
lotnictwa, specjalista mechaniki plyndw,
aerodynarmiki i aeronautyki. Jego dzielo
Theory of Flight jest nadal wydawane.
Pierwszy uniwersytecki wyklad z teorii
lotéw silnikowych wyglosil w roku 1913.
W roku 1915 skonstruowal 600-konny
samolot silnikowy, ktéry pilotowal
podczas [ wojny Swiatowe]j jako oficer
armii austriackiej. Zmart 14 lipca

1953 roku w Bostonie.

Niemozliwos$é przewidzenia zjawisk, nazwanych losowymi, byla, wedlug koncepcji
uczonych XVIII wieku, skutkiem olbrzymiej liczby nie do korica poznanych
przyczyn. Wyrazem tego pesymizmu byla zasada rounomozliwosci: skoro nie
umiemy opisaé¢ w pelni mechanizmu powstawania wynikéw przeprowadzanego
eksperymentu, to uznajemy te wyniki za jednakowo mozliwe. Z tej zasady
Pierre Simon Laplace (1749-1827) wyprowadzit definicje prawdopodobienstwa,
zwana do dzi$ definicja klasyczna Laplace’a. W dziele Théorie analytique des
probabilitées, wydanym w 1812 roku, przyjal zalozenie, ze mozliwych wynikéw
elementarnych (czyli czego$ w rodzaju atoméw) jest skonczenie wiele i skoro
sa z zalozenia jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobieristwo zajscia
danego zdarzenia jest ilorazem liczby zdarzen elementarnych, zawartych w tym
zdarzeniu, do liczby wszystkich zdarzen elementarnych.

Rachunek prawdopodobiefistwa wzbogacil sie w XIX wieku o nowe fakty

i 0 nowe metody. Znaczace wyniki uzyskali: Gauss, Poisson, Czebyszew, Poincaré
i inni. Ale od czaséw Laplace’a nie uczyniono istotnego postepu w podstawach
tej teorii. W dalszym ciagu nie byto wiadomo, czym jest prawdopodobienstwo
zdarzen, gdy wynikéw elementarnych doswiadczenia jest nieskoniczenie wiele.

Nauki przyrodnicze, gléwnie fizyka, dostarczaly faktéw doswiadczalnych,
ktérych wyjasnienie wymagalo zaangazowania teorii prawdopodobienstwa na
poziomie, odpowiadajacym standardom teorii aksjomatycznych, obowiazujacych
na poczatku XX wieku. Nie moze wigc dziwi¢, ze w odczycie Dawida Hilberta
na II Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw, ktéry odbywat si¢ w Paryzu
w roku 1900, wéréd zagadnien kluczowych w rozwoju matematyki XX wieku
znalazl sie postulat aksjomatyzacji teorii prawdopodobienstwa.

Pierwsze préby aksjomatyzacji prawdopodobienstwa z 1909 roku pochodzity
od matematyka francuskiego, Emila Borela (1871-1956) i dotyczyly teorii
prawdopodobieristwa w eksperymentach, ktérych wyniki elementarne da si¢
ustawi¢ w ciag (a wiec zbiér wynikéw jest przeliczalny).

Prawdziwa burze wywolaly jednak prace nad podstawami teorii
prawdopodobiefistwa profesora Uniwersytetu Berliniskiego, Richarda

von Misesa, opublikowane w roku 1919. O powodach podjecia takiego wyzwania
pisal w swojej ksiazce (Kleines Lehrbuch des Positivismus) poswieconej
pozytywizmowi: Pozytywizm nie oznacza, ze na wszystkie pytania mozna
odpowiedzieé racjonalnie, tak jak medyecyna nie opiera si¢ na obietnicy,

ze wszystkie choroby sq uleczalne, ani tak jak fizyka nie postuluje, ze wszystkie
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Venn jest powszechnie znany z wynalazku
diagramdw Venna.

Czestosé jest stosunkiem liczby
doswiadezen, w ktérych wystgpilo dane
zdarzenie, do liczby doswiadezen.

Jest to prawo wielkich liczb, udowodnione
przez Jakuba Bernoulliego w 1692 roku.

Doswiadczenia wzajemnie na siebie nie
wplywaja i sa przeprowadzone w tych
samych warunkach.

Gdy B jest dopelnieniem A, to

#z warunku nieregularnoseci wynika,
#ze prawdopodobieistwo zdarzenia A
w podkolektywie jest réwne
prawdopodobietistwu tego zdarzenia
w kolektywie.

zjawiska da si¢ objasnié. Ale mozliwosé, ze moze nie byé odpowiedzi na jakies
pytania, nie jest wystarczajgcym powodem, aby nie poszukiwaé wyjasnien albo nie
uzywac tych, ktore sq osiagalne.

7 takim tez nastawieniem Richard von Mises przystapil do budowania teorii
prawdopodobienistwa. Wielki wplyw na jego koncepcje mialy prace logika
angielskiego, Johna Venna (1834-1923), od ktérego zapozyczyl pomyst granicy
czestosei i losowego ciagu zdarzen.

Von Mises rozpoczyna swoje rozumowanie od krytyki definicji Laplace’a. Jak
mozna okredli¢ prawdopodobiefistwa uzyskania wynikéw na falszywej kosei?
Albo: w jaki sposéb obliczy¢ prawdopodobienistwo przezycia kolejnych 5 lat
przez 80-latka? Odpowiedzi na te pytania w definicji Laplace’a nie ma.

OdpowiedZ von Misesa jest oczywista: nalezy przeprowadzi¢ serie do$wiadczen
z koécia i wyliczyé prawdopodobienistwo z tej serii. Podobnie, nalezy
obserwowa¢ wszystkich 80-latkéw (w tym celu trzeba jako$ tych ludzi
uporzadkowac) i wyliczy¢ prawdopodobienstwo przezycia kolejnych 5 lat. A jak
wyliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia? Po prostu: dla kazdego n obliczy¢
czgstos¢ pojawienia sie tego zdarzenia w serii n pierwszych dodwiadczen,

a nastepnie wyliczy¢ granice tych czestodcei, gdy n zmierza do nieskoriczonosci.

Matematykowi natychmiast nasuwa sie pytanie: czy taka granica zawsze
istnieje? I gdyby$my od nowa przeprowadzili serie doswiadczen, to czy nowa
granica czestosci bytaby taka sama, jak w poprzedniej serii? Przeciez mamy

do czynienia z ciagiem przypadkowych wynikéw, wiec i serie musza by¢ rézne.
Von Mises rozcina ten wezet gordyjski, zakladajac, ze interesuja nas tylko takie
doswiadczenia, w ktdrych granica czestodci istnieje.

Podobne sytuacje zdarzaja si¢ w klasycznym rachunku prawdopodobienistwa,
gdzie czestosci zblizaja sie do pewnej stalej (czyli prawdopodobienstwa
zdarzenia), ale za cene specyficznego sposobu przeprowadzania do$wiadczen.
Tak wigc von Mises uzupelnia zalozenie istnienia granicy czestoéci o warunek
losowosci ciagu wynikdw.

W grach hazardowych ciag wyplat moze byé¢ uwazany za losowy, jesli nie istnieje
strategia wygrywania, czyli takiego wyboru momentéw przystapienia do gry,
ktéry prowadzitby do zwiekszenia prawdopodobienstwa wygranej.

Te ogdlnikowe postulaty von Mises usciéla, wprowadzajac pojecie kolektywu.

Kolektyw jest to nieskonczony ciag elementéw, z ktérych kazdemu jest
przypisana etykieta, bedaca elementem ustalonego zbioru etykiet. Musza byé
co najmniej dwie etykiety, ktére sa przypisane nieskonczonej liczbie elementéw
kolektywu.

Wtlasnosci kolektywu opisuja dwa postulaty:

1. Istnienie granic. Niech A bedzie dowolnym podzbiorem zbioru etykiet
(zdarzeniem). Istnieje wtedy granica W, czestosci zdarzenia A, zwana
prawdopodobienistwem: Wy = limn 4 /n, gdzie na jest liczba elementéw
kolektywu, wystepujacych na n pierwszych miejscach i opatrzonych
etykietami ze zbioru A.

2. Nieregularnosé. Niech A i B beda rozlacznymi zbiorami etykiet
o prawdopodobienstwach W, i Wg w kolektywie K. Usunmy z K te
elementy, ktére nie naleza ani do A, ani do B. Z otrzymanego podciagu
wybieramy jeszcze raz podciag K', ale w sposéb niezalezny od etykiet.

W kolektywie K' istnieja prawdopodobiefistwa W i W5 oraz zachodzi wzér
WL/Wg =Wa/Wg.

Warunek nieregularno$ci stanowi kosciec teorii von Misesa. Na przyktad, wynika

z niego mozliwo$¢ obliczania prawdopodobienistwa zdarzenia na podstawie

czastkowych obserwacji — jest to podstawa szacowania prawdopodobieristw

w statystyce.

W praktycznej interpretacji pojecia prawdopodobienstwa i w jego
zastosowaniach przyjety zostal powszechnie punkt widzenia von Misesa.
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Zwolennicy teorii von Misesa odpowiadali
wtedy, e rownie nierealistycznie jest
moéwié¢ o prostych, ktére przeciez

w rzeczywistodci nie istnieja.

Zalozenie nieregularnosci wymusza
niekonstruktywnosé kolektywu,

w przeciwnym przypadku wybdér
podkolektywu musiatby zalezeé od
etykiet, a to jest niemozliwe.

Cytat z podrecznika rachunku
prawdopodobiefistwa Tutubalina.

Praktycy nie widzieli istotnej rozbieznosci miedzy tym, co ona glosita, a tym,
co sami obserwowali. Poszukiwanie prawdopodobienstwa tylko w jednym
kolektywie jest odzwierciedleniem sytuacji, ze ciag etykiet, ktéry obserwujemy,
jest jedyna realizacja procesu losowego i w praktyce nie sa mozliwe zadne
powtérzenia. Zalozenie o nieskorniczonej dlugosci ciagu etykiet w kolektywie jest
potwierdzeniem mozliwosci wnioskowania z coraz diuzszego ciagu obserwacji.
Przeciwnicy teorii uwazali, Zze ten postulat jest nierealistyczny, bo przeciez nie
jest mozliwe, aby prowadzi¢ obserwacje nieskonczenie dlugo.

Niestety, warunek nieregularnosci sformulowany jest niejasno, szczegdlnie, gdy
mowa o sposobach wyboru podkolektywu. Dla matematyka pierwszy wariant
teorii byl nie do przyjecia — byt logicznie sprzeczny i nie zawieral aksjomatdéw.
Sam von Mises nie uznawatl braku aksjomatdéw za mankament. Pelny wyklad
jego teorii, zawarty w prawie 600-stronicowej monografii wydanej w 1931 roku,
opracowany przez jego zone, Hilde Geiringer, zawieral juz uktad aksjomatéw,
sporzadzony przez jego zwolennikéw. Teoria von Misesa spotkala sie z oporem
srodowiska matematycznego. W swoich wspomnieniach z Getyngi z lat 30.
algebraik Saunders MacLane pisze, ze odczyt o teorii kolektywdéw, wygloszony
przez von Misesa przed takimi autorytetami jak Hilbert, Bernays i Bernstein,
zakonczyt sie miazdzaca krytyka pomystéw prelegenta.

Stosunek do teorii von Misesa ewoluowal. Najpierw odrzucono podejrzenie,

ze kolektywy w ogdle nie istnieja. Wybitny statystyk Abraham Wald w swojej
pracy z 1937 roku pokazal, ze precyzujac pojecie wyboru podkolektywu, mozna
udowodnic, ze kolektywy istnieja. Co wiecej, pokazal on, ze prawdopodobienstwo
w sensie von Misesa istnieje dla bardzo ogdlnej klasy zbioréw. Istnieje tez
nieskoriczenie wiele kolektywéw, w ktérych prawdopodobiefistwo danego
zdarzenia ma te sama warto$¢. Z drugiej jednak strony okazalo sie, ze sa
zdarzenia, ktorych prawdopodobienstwa w teorii von Misesa nie da sie obliczy¢
(prawdopodobieristwo von Misesa nie jest addytywne!). Nie mozna, na przyklad,
w teorii von Misesa rozstrzygnaé, czy z prawdopodobienstwem 1 ciagi czestosci
sa zbiezne do stalej (nie ma w niej mocnego prawa wielkich liczb).

Trudnosci w zdefiniowaniu nieregularnosci w kolektywach byly jedna z przyczyn
zajecia sie przez Andrieja Kolmogorowa teorio-miarowa aksjomatyka rachunku
prawdopodobienstwa. Czytajac monografic Kolmogorowa z 1933 roku
(Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung), mozna jednak zauwazy¢, jak
wiele idei von Misesa jest tam zawartych. W rozdziale zatytulowanym Zwiqzek
ze Swiatem eksperymentu Kolmogorow skodyfikowal zasady stosowania metod
probabilistycznych, wyrazajac je w duchu teorii von Misesa.

W swojej dhugoletniej aktywnosci naukowej Kolmogorow wielokrotnie
nawiazywal do pomystéw von Misesa, przyznajac, ze w latach 30. nie poruszal
problemu zastosowan prawdopodobienstwa, gdyz nie wiedzial, jak ten

problem rozwiazaé. Pozostal jednak wierny swoim pogladom, ze zdefiniowanie
prawdopodobienstwa jako granicy ciagu czestosci jest ,matematyczna fikcja i nie
moze mie¢ praktycznego znaczenia”.

Jeszcze jedna prébe ozywienia teorii von Misesa podjal sam Kolmogorow we
wczesnych latach 60. Tym razem zajal sie Scistym zdefiniowaniem pojecia
losowosci, ktore w teorii von Misesa bylo wyrazone w postaci zalozenia

o nieregularno$ci. Definicja Kolmogorowa, oparta na teorii automatéw, uznawata
ciag za losowy, jesli ma maksymalna zlozonosé. Méwiac inaczej, ciag losowy to
taki, ktérego nie da sie nauczy¢ na pamie¢. Wspolpracownik Kolmogorowa,
Martin-Lof, udowodnil w 1971 roku, ze dla ciagéw losowych istnieje granica
czestoscel, czyli, co bylo wynikiem nieoczekiwanym, ze z zalozenia nieregularnosci
(w wersji Kolmogorowa) wynika zalozenie istnienia granic w kolektywach.

Obecny stosunek specjalistow do teorii von Misesa mozna poréwnaé do stosunku
do martwego jezyka, ktérym z jakiegos powodu nikt nie chce mowié, ale — po
odpowiednich poprawkach i zmianach — w pelni mozna by bylo powiedzieé
wszystko, co sie mowi w Zywym jezyku.
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