Dlaczego gaz elektronowy nie chce byé

gazem doskonalym?

W drugiej potowie XIX i w pierwszych latach

XX wieku sformulowane zostaly podstawy klasycznej
fizyki statystycznej. Uzywajac jezyka teorii
prawdopodobienistwa, teoria ta pozwolila powigzac
makroskopowe wlasnoéci prostych uktadéw fizycznych,
np. porcji gazu pod tlokiem czy kawalka ciala stalego,
z mechanicznymi wlasnosciami atoméw. Jednym

z pierwszych wielkich sukceséw teorii byto wyliczenie
przez Maxwella i Boltzmanna rozkladu energii
czasteczek w rozrzedzonych gazach i uzasadnienie
prawa ekwipartycji energii. Wyniki te zilustrujemy,
odwolujac sie do wyprowadzonego wiele lat pdzniej
rozkladu Gibbsa. Najpierw jednak przypomnimy kilka
podstawowych pojeé¢ fizyki statystycznej.

Waznymi pojeciami fizyki statystycznej sa stany
mikroskopowe 1 makroskopowe uktadu wielu

czastek. W fizyce klasycznej aby zdefiniowac

stan mikroskopowy ukladu, skladajacego sie z N
punktéw materialnych, trzeba podaé¢ 3N liczb
okreslajacych wspolrzedne ich wektoréw polozen

i 3N liczb okreslajacych wspélrzedne ich wektorow
predkosci albo pedu. Méwimy, ze taki uktad ma

3N translacyjnych stopni swobody. (Dla czastek

o wewnetrznej strukturze, mogacych rotowaé lub
drgaé, liczba stopni swobody bylaby wieksza.)

Do zdefiniowania stanu makroskopowego porcji

gazu pod tlokiem w réwnowadze mechanicznej

i cieplnej z otoczeniem wystarczy poda¢ wartosci
dwu niezaleznych parametréw stanu, tzn. dwu
sposrdd trzech wielkosci fizycznych: temperatury,
ciénienia, objetosci. (Dla bardziej zlozonych ukladéw
liczba niezaleznych parametréw stanu jest wigksza.)
Oczywiste jest, ze kazdemu makroskopowemu stanowi
réwnowagi odpowiada bardzo wiele réznych stanéw
mikroskopowych, przez ktére przebiega uklad w czasie
swojej ewolucji.

Gibbs wykazal, ze jesli w stanie o §cisle okreslonej
energii ukltadu bardzo wielu czastek wydzieli¢
niewielki poduktad skladajacy sie z N czastek, to
gestos$¢ prawdopodobienistwa W (A) znalezienia tego
podukladu w okreslonym stanie mikroskopowym A
jest wprost proporcjonalna do tzw. boltzmanowskiego
czynnika wykladniczego exp(—E4/kT), gdzie E 4 jest
energia stanu A, T jest temperatura bezwzgledna,

a k stala Boltzmanna. Wynik Gibbsa pozostaje
stuszny w fizyce kwantowej, tyle zZe tam stany

mikroskopowe ukladéw daja sie ponumerowaé liczbami

catkowitymi i nalezy méwi¢ o prawdopodobienstwie,
a nie o gestosci prawdopodobienstwa.

Jan BLINOWSKI

W ukladzie czastek nieoddziatujacych lub
oddzialujacych jedynie w chwilach zderzen,
zamknietym w szeSciennym pudle o krawedziach L,
energia jest suma energii kinetycznych poszczegélnych
czastek. W tej sytuacji czynnik boltzmanowski

staje sie iloczynem czynnikéw boltzmanowskich
poszczegdlnych czastek. Jesli zatem stany
poszczegolnych czastek sa zupelnie niezalezne

od pozostalych, a tak jest dla klasycznego gazu
doskonalego, to gestosé prawdopodobienistwa W(A)
staje sie iloczynem gestosci prawdopodobienstwa w(a;)
(i=1,2,...,N) wszystkich czastek, gdzie a; oznacza
stany i-tej czastki. Gestosci te maja postac

w(a) = Cexp(_EA/kT)v
gdzie E, jest energia czastki w stanie a.

Stala €' mozna wyznaczy¢ z warunku unormowania
prawdopodobienstwa, to znaczy warunku, by
prawdopodobienistwo znalezienia czastki w dowolnym
stanie a, czyli w dowolnym miejscu w objetosci L*

i z dowolnym pedem p, bylo réwne jednosci.

O czastkach, dla ktérych obowiazuje powyzszy

wzor, méwi sie, ze maja statystyke boltzmanowska.
Zauwazmy jeszcze, ze energie E, mozna przedstawic
w postaci sumy energii zwiazanych z ruchami w trzech
prostopadtych kierunkach osi x, y i 2. Tym samym
w(a) mozna przedstawi¢ jako iloczyn trzech gestosci
prawdopodobienstwa odpowiadajacych stanom ruchu
wzdluz trzech osi w, wy, w., gdzie np.

w, = cexp(—p2/2mkT).

Stala ¢ = : e wyznacza sie z warunku
=TV %R S ¥
unormowania prawdopodobienistwa, ktéry tym razem
+oo
ma postaé: L / wdp, = 1.
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Stad juz tylko krok do prawa ekwipartycji energii.
Prawo to glosi, ze $rednia energia, przypadajaca na
kazdy stopien swobody ukladu, wynosi (1/2)kT. Aby
obliczy¢ te érednia energie, nalezy obliczy¢ caltke

+co

2
/ ;J—xwrdvr, catke tego typu mozna jednak znalezé
m

—00
w kazdej tablicy calek oznaczonych:
+oo

/ z2exp(—az?)dz = =4/ —=.
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O gestosci prawdopodobienstwa W(z) méwimy wtedy, gdy zmienna losowa = ma rozklad ciagly, tzn. moze przybieraé wszelkie wartosci
z pewnego skoficzonego lub nieskonczonego przedzialu liczb rzeczywistych. Prawdopodobienstwo P(X, Ax), ze zmienna x jest w przedziale

X+az/2

(X — Az/2, X + Azx/2), wiaze z gestoscia prawdopodobieristwa wzér P(X, Azx) = f W (z)dz. Dla dostatecznie malych Az zachodzi

przyblizona réwnosé¢ P(X, Azr) = W(X)Az.
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X—Ax/2



Zgodnie z prawem ekwipartycji energia wewnetrzna
mola gazu doskonaltego jest réwna U = 3N 4 - (1/2)kT =
= (3/2)RT, gdzie N4 jest liczba Avogadry, a R

stala gazowa. Tym samym molowe cieplo wlasciwe

o o yinr A
gazu doskonalego w stalej objetosci Cy = AI%“IEO AT

nie zalezy od temperatury i wynosi (3/2)R. Takie
wartodci rzeczywiscie otrzymuje sie dodwiadczalnie dla
rozrzedzonych gazéw jednoatomowych.

Dla czasteczek dwuatomowych dochodza na kazda
czasteczke dwa rotacyjne stopnie swobody i jeden
oscylacyjny, ktéry nalezy liczyé podwdjnie, gdyz do
éredniej energii kinetycznej dochodzi réwna jej érednia
energia potencjalna drgan. Z zasady ekwipartycji energii
wynika wiec, ze cieplo wlasciwe takich gazéw takze
powinno by¢ niezalezne od temperatury i réwne (7/2)R.
Tu wlasnie zaczynaja si¢ klopoty z zasada ekwipartycji.
W odréznieniu od sytuacji w gazach jednoatomowych
doswiadczalne wartoéci ciepta wlasciwego dla gazéw
dwuatomowych silnie zaleza od temperatury. W niskich
temperaturach wynosza okoto (3/2)R, w wysokich
temperaturach (5/2)R, a w temperaturach zblizonych
do temperatury rozpadu czasteczek na atomy znowu
rosna, ale nigdy nie osiagaja (7/2)R.

Dlaczego prawo ekwipartycji energii nie obowiazuje dla
rotacyjnych i oscylacyjnych stopni swobody? Odpowied?
na to pytanie data mechanika kwantowa. Okazalo

sie, ze energie ruchéw rotacyjnych i oscylacyjnych

sa skwantowane, moga przybiera¢ tylko niektére
wartosci. W tych warunkach obliczenie Sredniej energii
musi przebiegaé inaczej. Catkowania w warunku
normalizacyjnym prawdopodobienstwa i przy obliczaniu
energii Sredniej trzeba zastapi¢ sumowaniem wzgledem
dozwolonych wartosci energii. Tak otrzymane wyniki
dobrze zgadzaja sie z dodwiadczeniem. -

Jednak znacznie wieksze i trudniejsze do wyjasnienia
klopoty pojawily sie przy prébach zastosowania zasady
ekwipartycji do obliczenia ciepla wladciwego gazu
swobodnych elektronéw w metalach i do obliczenia
rozktadu widmowego energii gazu fotonowego.
Ograniczymy sie tutaj do gazu elektronowego. Ciekawe
wlasnosci fotonéw warte sa oddzielnego omdwienia.

Na poczatku XX wieku byto juz jasne, ze noénikami
pradu w metalach sa elektrony, pomiary Thomsona
stosunku e/m, tadunku do masy, pomiary Millikana
tadunku elementarnego, w polaczeniu z pomiarami
zjawiska Halla pozwolily ustali¢ nie tylko cechy
elektronéw, ale i wykazaé, ze koncentracja elektronéw
w metalach jest bardzo duza, tego samego rzedu,

co koncentracja dodatnio natadowanych jonéw.
Poruszajace sie prawie swobodnie elektrony powinny
zgodnie z prawem ekwipartycji wnosié¢ duzy, niezalezny
od temperatury przyczynek do ciepla wlasciwego
metali. Pomiary ciepla wlasciwego dla krysztaléw
izolatoréw wykazywaly, ze ich ciepto wladciwe w niskich
temperaturach dazy do zera proporcjonalnie do trzeciej
potegi temperatury. Przyjmujac, ze przyczynek do
ciepta wlasciwego sieci krystalicznej metali jest
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podobny jak dla izolatoréow, spodziewano sie,

ze cieplo wilasciwe metali z powodu swobodnych
elektronéw powinno by¢ zawsze znacznie wieksze niz
dla izolatoréw. Pomiary w wysokich temperaturach
nie wykazaly jednak istotnych réznic miedzy
metalami i izolatorami, a dokladne badania w niskich
temperaturach ujawnity niewielki przyczynek do
ciepta wlasciwego, liniowy wzgledem temperatury.
Przyczynek ten, wystepujacy we wszystkich metalach,
a nieobecny w izolatorach, przypisano swobodnym
elektronom. Pozostawalo jednak tajemnica, dlaczego
w tak drastyczny sposéb przewidywania oparte na
prawie ekwipartycji rozmijaja si¢ z rzeczywistoscia.
Byto to tym bardziej niezrozumiate, ze w odniesieniu
do ruchéw postepowych przewidywania mechaniki
kwantowej pokrywaja sie pod wieloma wzgledami

z rozwazaniami klasycznymi. Energia jest taka

sama funkcja pedu czastki jak w fizyce klasycznej

i, jesli tylko objetos¢ uktadu jest dostatecznie duza,
wspoélrzedne wektoréw pedu czastek kwantowych
moga przybiera¢ dowolnie bliskie siebie wartosci.
Takze rozktad przestrzenny nieoddzialujacych czastek
w objetosci V' jest — podobnie jak dla klasycznego
gazu — jednorodny. (W fizyce kwantowej nie mozna
jednoczesnie ustalaé $cisle wartodci pedu i polozenia,
totez do odrézniania stanéw czagstki swobodnej

w pudle wystarczaja trzy skladowe wektora jej pedu.)

Kluczem do tajemnicy okazala sie zasada Pauliego,
zgodnie z ktéra w ukladzie nieoddziatujacych,
nierozréznialnych czastek, nie moze by¢ czastek

o identycznych stanach. Zasada ta wynika

z nierozréznialnodci czastek w mechanice kwantowe]

i ograniczen, jakie stad wynikaja dla funkcji falowych
czastek. Wszystkie czastki elementarne podzieli¢
mozna na dwie klasy — fermiony, ktérych funkcje
falowe muszg zmieniaé¢ jedynie znak przy zamianie
miejscami dwu dowolnych identycznych czastek, oraz
bozony, ktérych funkcje falowe nie ulegaja zmianie
przy takich zamianach. Elektrony sa fermionami
obdarzonymi wewnetrznym momentem pedu — spinem,
oraz zwiazanym z nim momentem magnetycznym.
Kazdemu pedowi swobodnego elektronu moga
odpowiadaé dwa stany rézniace sie kierunkiem spinu

i momentu magnetycznego. Mozna jednak dla prostoty
podzielié wszystkie elektrony na dwie grupy o réznych
kierunkach spinu i rozpatrywacé kazda grupe z osobna,
jakby to byly dwa rézne rodzaje czastek.

Zasada Pauliego, obowiazujaca dla fermiondéw,
sprawia, ze nawet dla ukladu zupelnie
nieoddzialujacych elektronéw, mimo ze energia
wystepujaca w wyktadniku w rozkladzie Gibbsa
pozostaje suma energii kinetycznych wszystkich
czastek, wartodci wspélrzednych peddéw przybieranych
przez elektrony o jednym kierunku spinu nie

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, lecz sa

w pewnym stopniu wspélzalezne. Kazdy stan

N nieoddzialujacych elektronéw o wybranym kierunku
spinu scharakteryzowany jest przez N wektoréw pedu,
z ktérych zaden nie moze wystepowaé wiecej niz raz



i w dodatku zaden z tych wektoréw nie moze byé
przypisany konkretnej czastce. Mozna jedynie
powiedzieé, ze jedna czastka ma ped pi, jedna
Po itd. Wygodnie jest wiec dla rozrézniania
stanéw wieloczastkowych wprowadzié pojecie liczb
obsadzen n; dla jednoczastkowych stanéw. Kazdy
stan wieloczastkowy w uktadzie nieoddzialujacych
fermionéw okresélamy, podajac liczby obsadzen
wszystkich standéw jednoczastkowych. Dla i-tego
stanu jednoczastkowego liczba obsadzeri réwna jest 1,
o ile jaka$ czastka ukladu jest w stanie i, a réwna
jest 0, jedli w uktadzie nie wystepuje czastka o takim
stanie. Nie istnieje, niestety, elementarny sposéb
wyprowadzenia wzoru na zaleznosé $redniej liczby
obsadzen od energii F stanu i temperatury 7. Wzor
ten nosi nazwe rozkladu Fermiego—Diraca i ma postaé:
1

1+4+exp (%%&)

Stala u nosi nazwe poziomu lub energii Fermiego

i musi by¢ ustalona z warunku unormowania
catkowitej liczby czastek — suma liczb obsadzent musi
by¢ réwna liczbie czastek w ukladzie y n(E,) = N.
Méwimy ogélnie o sumowaniu wzgledem standw
jednoczastkowych, a nie wzgledem réznych wektordw
pedu czastki, gdyz rozklad Fermiego-Diraca
obowiazuje takze dla fermionéw w zewnetrznych
polach, gdy stany jednoczastkowe trzeba numerowaé
innymi liczbami kwantowymi. Zauwazmy, ze funkcja
Fermiego—Diraca dla temperatur dazacych do zera
dazy do funkcji schodkowej — réwnej 1 dla energii
mniejszych od g i 0 dla energii wiekszych od p. Dla
przypadku gazu swobodnych elektronéw oznacza

to, ze w najnizszym stanie energetycznym ukladu
catkowita energia kinetyczna nie jest réwna zeru

jak w gazie doskonalym, lecz jest bardzo duza.

Cho¢ pojedynczy elektron moze mieé zerowa energie
kinetyczna, w ukladzie wystepuja takze elektrony

o energiach wiekszych, az do energii Fermiego. Poziom
Fermiego w metalach jest rzedu kilku elektronowoltéw,
a wiec jest o dwa rzedy wielkosci wiekszy od kT

w temperaturach pokojowych.

n(E) =

W temperaturach réznych od zera, dopéki kT jest
znacznie mniejsze od p, funkcja Fermiego—Diraca

L. .1

Rozwigzanie zadania M 903.
Istotng informacje stanowi tylko to, e za drugim razem wsrdd
iietych pileczek byly dokladnie dwie pomalowane; kolory

wazne. Oznaczmy przez N nieznana liczbe pileczek, ktére na

poczatku byly w pudle. Oczywiscie N > 18 i prawdopodobiefistwo

tego, ze zaszlo zdarzenie opisane w zadaniu, wynosi

)
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Obliczajac stosunek py 1 /py, mozna sprawdzié, e

P18 < P19 < ... < Pag = P50 > P51 > ...

W miare rozsadne byloby wiec przypuszczenie, e N = 49 lub

N = 50. Ale czy 49, czy 507 Jedli np. wiemy, e pileczki sprzedawane
sa w paczkach po 10 szt., to druga mozliwosé wydaje sie bardziej
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w dalszym ciagu przypomina schodek, tyle Ze nieco
wygtadzony — dla F = p mamy n(E) = 1/2, ale

juz dla energii wiekszych lub mniejszych o kilka kT
wartosci n(E) sa praktycznie takie same jak

w temperaturze zera bezwzglednego — 1 albo 0.
Oznacza to, ze w skonczonych, niezbyt wysokich,
temperaturach tylko niewielka cze$é elektronéw,

z przedziatu energii rzedu kilku £T', ma energie
wyzsze niz dla T' = 0. Wszystkie pozostale elektrony
maja takie same energie jak w temperaturze zera
bezwzglednego. Prawo ekwipartycji energii nie stosuje
sie zupelnie do fermionéw w niskich temperaturach!

Bez jakichkolwiek rachunkéw mozna przewidzieé
zaleznoéé ciepla wlasciwego gazu elektronowego od
temperatury. Liczba elektronéw, ktére zmienily swoje
energie, jest proporcjonalna do k7' i same zmiany

ich energii sa rzedu k7. Tym samym réznica AU
miedzy catkowita energia ukladu w temperaturze T

i energia w temperaturze zerowej jest proporcjonalna
do kwadratu temperatury, a ciepto wlasciwe w stalej
objetosci musi wiec dla gazu elektronowego w niezbyt
wysokich temperaturach by¢ liniowa funkcja
temperatury!

W bardzo wysokich temperaturach dla gazu
elektronowego o bardzo malej gestosci poziom
Fermiego staje sie ujemny, funkcja Fermiego-Diraca
rozmywa sie na bardzo szeroki obszar i dla prawie
wszystkich energii przypomina funkcje Boltzmanna
z bardzo malym prawdopodobienstwem obsadzenia
kazdego ze stanéw. W tych warunkach zasada
Pauliego staje sie malo istotna i w tym zakresie
temperatur cieplo wlasciwe gazu elektronowego dazy
do klasycznego wyrazenia (3/2)NkT wynikajacego
z zasady ekwipartycji energii. Klasyczna statystyke
boltzmanowska mozna wiec uwazaé za graniczny
przypadek statystyki Fermiego—Diraca.

Sprawa ciepla wlasciwego elektronéw jest tylko jedna

z wielu konsekwencji zasady Pauliego i statystyki
Fermiego-Diraca obowiazujacych wszystkie fermiony
zaréwno na szczeblu atomowym, jak i w astrofizyce,
poczynajac od wyjasnienia struktury uktadu
okresowego pierwiastkéw, a skonczywszy na réwnaniach
stanu bialych kartéw i gwiazd neutronowych.

atrakcyjna (chyba e osoba wrzucajaca pileczki przywlaszezyla

sobie jedna z nich). A jesli pilec zkowane sa po trzy? A co,
jesli nasza odpowieds zostanie uznana za dopuszezalna (i wtedy
t
wskazujac N, pomylimy sie co najwyzej o 27 Cazy nalezaloby wtedy
wybra¢ takie N, zeby

w nagrode dostaniemy cale pudlo Innege Proszku do Prania), jesli

Pnv—2 +PN-1 1T PN + PN+1+ PN42
bylo maksymalne? A jezeli mozna pomylié¢ sie o 10% 7 A co robié,
jesdli widad, ze w pudle nie zmiedciloby sie nawet 40 pileczek?

Whikliwemu Czytelnikowi proponujemy dalsze samodzielne
rozmy$lanie nad znaczeniem stowa niewiadoma w rachunku

prawdopodobienstwa. Okazuje sig, 2e czasami wazne jest nie tylko

to, czego nie wiemy, ale réwniez, ,w jaki sposob” tego nie wiemy.



