
Jeszcze raz

o nierównych srednich
Piotr GOLDSTEIN

Na lamy Delty wraca od czasu do czasu temat nierównosci miedzy

srednia arytmetyczna, An = (al + ... + an)/n, a geometryczna,

Gn = (al' .... an)l/n, gdzie ai (i E {l, 2, ... , n}) sa dowolnymi

nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, a n jest liczba naturalna.

Znane twierdzenie glosi, ze po pierwsze

Podstawy
matematyki

w wieku XX
2. Zbiory

Wiktor MAREK,
Jan MYClELSKI

(1) Czesc pierwsza tego artykulu

ukazala sie w Delcie 9/1999.

Z zalozenia indukcyjnego mamy wiec

a po drugie, równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie

liczby ai sa równe.

Pomysl sprzed lat (kiedys nie spodobal mi sie dowód podany na

wykladzie, wiec znalazlem wlasny) wciaz wydaje mi sie prostszy

od innych. Teraz dziele sie nim z Czytelnikami Delty. W dowodzie

uzywa sie, co prawda, nierównosci Bernoulliego

Kwestia rozumienia pojecia zbioru

zajmowala (i zajmuje nadal) matematyków

badajacych podstawy przez caly wiek XX.

Naiwne podejscie do tego pojecia,

zaproponowane przez Fregego i Russella

(kazda klasa, która wymysle, jest zbiorem),
doprowadzilo do sprzecznosci, bowiem

nieco pózniej Russell zauwazyl, co

nastepuje: rozpatrzmy klase zbiorów R,

która we wspólczesnej notacji definiujemy:

{x: x <t x}. Zapytajmy, czy R jest zbiorem.

Jesli tak jest, to, zgodnie z formula

definiujaca R, mamy natychmiast
równowaznosc:

RER{::}R<tR.

Zatem R nie moze byc zbiorem. Stalo

sie jasne, ze pojecie zbioru musi

zostac sprecyzowane tak, aby nie

doprowadzalo do sprzecznosci. Nie

oznacza to, ze spolecznosc matematyczna

(w szczególnosci Cantor) kiedykolwiek

przyjmowala za prawdziwy schemat

W roku 1900 odbyl sie w Paryzu

Miedzynarodowy Kongres Matematyczny,

na którym HUbert wyglosil referat

pt. "Problemy Matematyczne".

Nadzwyczaj jasno HUbert opisuje tam

role matematyki i proces twórczosci

matematyka. Po owym interesujacym

wstepie autor przedstawia 23 otwarte

problemy. Trzy z nich (nr 1, 2 i 10)

dotycza podstaw matematyki.

Problem nr 1 nalezal do teorii mnogosci

i pochodzil od Cantora. Byla to

tak zwana hipoteza continuum (czy

istnieja nieskonczone zbiory liczb

rzeczywistych, które nie sa równoliczne

ani ze zbiorem liczb naturalnych, ani

z calym zbiorem liczb rzeczywistych).

Problem nr 2 nalezal do logiki (czy uklad

aksjomatów arytmetyki lub analizy jest

niesprzeczny), a problem nr 10 dotyczyl

teorii obliczalnosci (czy istnieje algorytm

rozstrzygajacy istnienie calkowitych

rozwiazan równan algebraicznych

o wspólczynnikach calkowitych). Tak wiec

trzy wspomniane wyzej glówne tematy

podstaw pojawily sie juz w wykladzie
HUberta.

dla wszystkich a 2: -1 i n = 0,1,2, ...(2) (1 + oT 2: 1 + na

( ) kH
(A )kH = al + ... + ak + akHkH k + 1

( ) k+1
_k_A + ak+1 = (A )k+1(1 + a)k+1
k+1 k k+1 k ,

gdzie przyjelismy oznaczenie a = akH/[(k + l)Ak] - l/(k + 1).

Liczba a spelnia zalozenia nierównosci Bernoulliego, a 2: -1, bo

pierwszy skladnik jest nieujemny, a drugi równy co najmniej -1/2.

Na mocy nierównosci Bernoulliego prawa strona (3) spelnia warunek

(3)

(równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n = Olub n = 1 lub

a = O), ale te nierównosc zna chyba kazdy, kto uczyl sie zasady

indukcji matematycznej - np. w podreczniku Anusiaka dla drugiej

klasy liceum jej udowodnienie jest trescia jednego z zadan.

Przypadek, gdy któres ai jest równe zeru, jest banalny (Czytelnik

sam domysli sie, dlaczego), wiec nierównosc (1) udowodnimy przy

zalozeniu, ze wszystkie ai sa dodatnie. Wtedy, oczywiscie, obie

rozwazane srednie tez sa dodatnie.

A oto dowód (1) przez indukcje.

1. Dla n = 1 jest Al = al = Gl.

2. Zalózmy, ze dla pewnej liczby k 2: 1 zachodzi nierównosc Ak 2: Gk.

Mamy wtedy

(5) (AkH)kH 2: (Gk)kak+1 = al' .... ak' ak+1 = (Gk+dkH.

Poniewaz AkH i GkH sa dodatnie, z nierównosci (5) wynika

ostatecznie, ze AkH 2: Gk+1. Zasada indukcji daje teze twierdzenia

dla wszystkich liczb naturalnych n.

Nietrudno rozszerzyc ten dowód tak, by za jednym zamachem

wykazac prawdziwosc drugiej czesci twierdzenia. Do zalozenia

indukcyjnego dolaczamy jeszcze warunek: Ak = G k {:} al = ... = ak.

Nierównosc Bernoulliego dla wykladników wiekszych od 1 (takich,

jak rozwazane przez nas k + 1) przechodzi w równosc wtedy i tylko

wtedy, gdy a = O, czyli gdy ak+1 = Ak. Razem oznacza to, ze

al = ... = ak = ak+1· Indukcja daje teze·
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iSlIileiilazo16row proponowany przez

Fregego (ze kazda klasa jest zbiorem).

Ten sprzeczny schemat ma postac

::Ix\f y [y e x <=> ",,(y)], gdzie"" jest dowolna

formula jezyka teorii mnogosci.

Pewien komputer

prawa" przyrody w

Jan GAJ

analogowy albo
kieliszkach

Niemniej jednak bylo jasne, ze pojecie

zbioru wymaga dobrego opisu. Trzeba bylo

cos zrobic, by pojecie zbioru moglo sluzyc

matematykom i z odpowiednia propozycja
wyszedl Zermelo. W roku 1908 zbudowal

on uklad aksjomatów opisujacy zbiory

i metody budowania zbiorów, przy czym

aksjomaty nie pociagaly za soba wniosku,

ze klasa R jest zbiorem. Po pewnych

ulepszeniach Skolema i Fraenkla wylonila
sie teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla,

powszechnie dzis przyjeta aksjomatyzacja

teorii mnogosci i calej matematyki, zwana

teoria ZFC.

Sposród aksjomatów tej teorii jeden budzil

zaniepokojenie niektórych matematyków,

mianowicie aksjomat wyboru. Aksjomat

ten mówi, ze dla dowolnej niepustej

rodziny zbiorów niepustych i parami

rozlacznych istnieje zbiór. (zwany
selektorem) majacy z kazdym elementem

owej rodziny dokladnie jeden element

wspólny. Jest to uogólnienie oczywistej

wlasnosci rodzin skonczonych, ale jest
ono nader niekonstruktywne. Jesli bowiem

myslimy o zbiorach jako tworach, które

mozna konstruowac z innych zbiorów za

pomoca rozmaitych operacji, to zupelnie

nie widac, jakie operacje konstruowalyby

ów selektor, który - zgodnie z aksjomatem

wyboru - ma istniec. Dzis pogodzilismy sie

z aksjomatem wyboru, który w rozmaitych

formach (np. lematu Kuratowskiego-Zorna

albo zasady dobrego uporzadkowania) jest
powszechnie uzywany. Niemniej jednak

przyjecie aksjomatu wyboru powoduje,
ze musimy tez zaakceptowac jego

konsekwencje, na przyklad paradoksalny

rozklad kuli, sprzeczny z intuicjami

fizycznymi. Na ogól konsekwencje
aksjomatu wyboru sa dalsze od zastosowan

matematyki, niz twierdzenia, które

obywaja sie bez tego aksjomatu.

Hipoteza continuum mówi, ze kazdy

nieskonczony zbiór liczb rzeczywistych

jest przeliczalny lub jest równoliczny

z calym zbiorem liczb rzeczywistych.

Teoria mnogosci z aksjomatem wyboru

dowodzi, iz jest to równowazne temu,

ze rodzina wszystkich podzbiorów

zbioru liczb naturalnych ma licznosc ~1

(tj. naj krótszego zbioru dobrze

uporzadkowanego i nieprzeliczalnego ).

Próby rozwiazania tego problemu

doprowadzily do wielu interesujacych

wyników i wskazaly na niezupelnosc

dotychczasowego rozumienia pojecia zbioru

liczb rzeczywistych. K. Godel w drugiej
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Dawno, dawno temu, kiedy komputery nazywano mózgami

elektronowymi, najlepsze z nich zajmowaly cale hale i konsumowaly

prad wystarczajacy do oswietlenia malego miasteczka. Mimo tych

cieplarnianych warunków dysponowaly pamiecia o kilka rzedów

wielkosci mniejsza i liczyly znacznie wolniej niz dostepny dzis

sredniej klasy pecet, co jest najlepszym argumentem na rzecz

slusznosci polityki naszych kolejnych rzadów wobec sfery budzetowej:

ograniczanie zasilania moze isc w parze ze zwiekszaniem wydajnosci.

W tych to dawnych czasach oprócz maszyn cyfrowych istnialy

tez, przede wszystkim w projektach, nieslusznie dzis zapomniane

komputery analogowe, w których liczby sa reprezentowane przez

jakies wielkosci fizyczne, najczesciej elektryczne. Zeby nadrobic to

karygodne zaniedbanie, proponuje dzis wycieczke w kraine cieczy

i naczyn. Wycieczka taka stanowi od pewnego czasu jedno z moich

marzen, a ostatnie opory przed jego realizacja pomogly mi usunac

coraz czesciej spotykane reklamy piwa bezalkoholowego! Gdyby wiec

komus wybujala wyobraznia podpowiadala naganne skojarzenia,

niech porzuci wszelka nadzieje: o napojach wyskokowych tu nie

bedzie. Zeby zrozumiec, jak dziala komputer analogowy, rozwazmy
najpierw przyklad najprostszy.

Kieliszek jako komputer jednowymiarowy

Odpowiedniego ksztaltu kieliszek moze sluzyc do obliczania zadanej

funkcji monotonicznej. Funkcja ta bedzie objetosc cieczy (oczywiscie

bezalkoholowej) w kieliszku, a argumentem - wysokosc slupa cieczy.

Zeby nasz przyklad uczynic konkretniejszym, trzeba poszukac prawa

przyrody opisywanego jakas funkcja monotoniczna. Rozwazmy na

przyklad prawo Stefana-Boltzmanna opisujace zaleznosc natezenia

promieniowania ciala doskonale czarnego od temperatury:

1= eyT4•

Za temperature przyjmiemy wysokosc poziomu cieczy w kieliszku

T = aH (z uwzglednieniem wspólczynnika a wyrazajacego skale),

a natezeniem promieniowania bedzie objetosc tej cieczy I = ,8V

(ze wspólczynnikiem skalowania ,8). Musimy wiec skonstruowac

kieliszek, w którym objetosc bedzie proporcjonalna do czwartej

potegi wysokosci V = ,8-1eya4H4 = AH4, gdzie A = ,8-1eya4 jest

stalym wspólczynnikiem.

W przypadku kieliszka o symetrii

obrotowej scharakteryzowanego

zaleznoscia promienia R od

wysokosci H objetosc mozna
H

wyrazic wzorem V = J 7fR2(h)dh,
o

z którego wynika ~; = 1f R2

a zatem R = V1f-1 dV.dH

W naszym przypadku oznacza to

proporcjonalnosc promienia do wysokosci w potedze 3/2, a wiec

kieliszek wyrazajacy prawo Stefana-Boltzmanna powinien wygladac

w przekroju tak, jak na powyzszym rysunku.



Oczywiscie, wazny jest tylko ksztalt wnetrza, reszta z punktu

widzenia naszego wywodu nie ma zadnego znaczenia. Obliczanie

natezenia promieniowania przy uzyciu takiego kieliszka polegaloby

na przelaniu do menzurki cieczy z kieliszka napelnionego do

wysokosci odpowiadajacej temperaturze. Jezeli ktos nie lubi

pierwiastkowania, moze skonstruowac "kieliszek" plaski, w którym

warstwa cieczy o grubosci d bedzie ograniczona sciankami

determinujacymi szerokosc b slupa cieczy zalezna od wysokosci h.

W takim kieliszku objetosc V w zaleznosci od wysokosci slupa

cieczy H bedzie opisana wzorem
H

V = d J b(h)dh.
o

Pozwala to, podobnie jak w poprzednim przypadku, wyliczyc

szerokosc b jako funkcje wysokosci H dla zadanej zaleznosci objetosci

dV

od wysokosci b = d-l dH' Ostatni wzór ukazuje nam szczególna

uzytecznosc kieliszka plaskiego do ilustracji praw przyrody,

w których interesuje nas zarówno jakas wielkosc (reprezentowana

przez V), jak i jej pochodna (jest do niej proporcjonalna szerokosc

kieliszka b).

W przypadku zaleznosci

kwadratowej (a wiec pochodnej

liniowo zaleznej od argumentu)

nie pomylmy sie, kieliszek nie

bedzie mial ksztaltu stozka,

powinien natomiast miec promien

proporcjonalny do pierwiastka

z wysokosci, a wiec wygladac, jak

na rysunku obok.

Ostatni przyklad podaje nie bez

kozery, bo ilustruje nie tylko prosta

zaleznosc kwadratowa (na przyklad energii kinetycznej od predkosci).

Swietnie nadaje sie tez do rozszerzenia naszych rozwazan na

przypadek dwuwymiarowy. Prawem, które równiez potrzebuje

takiego kieliszka, a najlepiej dwóch, jest

Twierdzenie Pitagorasa
Jak wiemy, odnosi sie ono do trójkata prostokatnego i mówi,

ze suma kwadratów przyprostokatnych jest równa kwadratowi

przeciwprostokatnej: a2 + b2 = c2• Dysponuj ac dwoma kieliszkami

o kwadratowej zaleznosci objetosci od wysokosci poziomu cieczy,

wystarczy nalac do kazdego z nich, na przyklad, soku pomidorowego

do wysokosci odpowiadajacej dlugosci jednej z przyprostokatnych

trójkata, zlac zawartosc obu kieliszków do jednego z nich, a wtedy

odczytamy z wysokosci poziomu soku dlugosc przeciwprostokatnej.

Latwo zauwazyc, ze ten tryb postepowania mozna stosowac

wtedy, kiedy mamy do czynienia z dodawaniem pewnych funkcji

wielkosci, które nas interesuja, wedlug schematu J(a) + J(b) = J(c).

Na przyklad energia calkowita ukladu dwóch identycznych kul

jest proporcjonalna do sumy kwadratów ich predkosci. Dzieki

temu mozna omawiana pare kieliszków wykorzystac takze do

przewidywania wyniku zderzenia sprezystego, w którym, jak

wiadomo, energia kinetyczna sie zachowuje, a wiec zachodzi równosc
2 2 /2 /2

VI + v2 = VI + v2 ,

gdzie dolny indeks numeruje kule, a prim odnosi sie do sytuacji po

zderzeniu. Trzeba tylko nalac cieczy do dwóch kieliszków
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polowie lat 30. wykazal, ze hipoteza
continuum jest niesprzeczna z aksjomatyka

teorii mnogosci. Krok ten byl podobny

do innego, wczesniejszego rewolucyjnego

wyniku Godla - mianowicie dowodu

niezupelnosci arytmetyki.

Technika uzyta przez Godla wiaze sie

z odwróceniem niejako obiekcji co do

aksjomatu wyboru. Zamiast pytac, jak

definiowac zbiory, Godel ogranicza zbiory

do tych, które dadza sie skonstruowac

w trakcie (pozaskonczonego ) procesu,

który pokrótce opiszemy ponizej.

Postepujemy tak: definiujemy indukcyjnie

"poziomy konstruowalne" , tak ze zbiory

nalezace do kolejnego poziomu sa

definiowalne w strukturze zlozonej

z obiektów poprzedniego poziomu.
Definicje sa formulami, a formulom

mozna przypisac kody bedace liczbami

naturalnymi. Teraz mozemy juz definiowac

dobry porzadek zbiorów konstruowalnych.

Postepujemy indukcyjnie. Wystarczy

wskazac porzadek kolejnego poziomu.

Najpierw porzadkujemy k-tki obiektów

z poziomów poprzednich. Nastepnie

zas dany poziom porzadkujemy wedlug
par: kod formuly, ciag parametrów

(z uprzednich poziomów). Wszystko

to, wraz z dodatkowym faktem (wielce

nietrywialnym), mianowicie tym,

ze elementarne podstruktury poziomów sa

same izomorficzne z poziomami, wystarcza

do wykazania, iz wszystkie konstruowalne

zbiory liczb naturalnych sa skonstruowane

w krokach o indeksach przeliczalnych. To

juz latwo implikuje hipoteze continuum

wewnatrz uniwersum zlozonego ze zbiorów

konstruowalnych. Jeszcze tylko musimy

wykazac, ze ~szystkie aksjomaty ZFC

sa spelnione w uniwersum zbiorów

konstruowalnych, ale to juz jest latwe.

W szczególnosci aksjomatyka ZFC

pozostaje niesprzeczna po dolaczeniu

hipotezy continuum. Co wiecej, wszystkie

zbiory konstruowalne (i tylko one) sa

konstruowalne wewnatrz uniwersum

konstruowalnego. Tak wiec wszelkie

konsekwencje teorii ZFC i zdania

mówiacego, ze wszystkie zbiory sa

konstruowalne, sa prawdziwe wewnatrz

uniwersum zbiorów konstruowalnych.

Wewnatrz uniwersum zlozonego ze zbiorów

konstruowalnych prawdziwa jest nawet

uogólniona hipoteza continuum: dla kazdej

liczby porzadkowej CI: jest 2Na = ~a+1'

Klasa L zbiorów konstruowalnych

moze byc wzbogacona przez dodatkowe

obiektywy, które moga byc uzywane

w powyzszej definicji indukcyjnej.. Na

przyklad, jesli dodamy wszystkie liczby

rzeczywiste, otrzymujemy interesujace

uniwersum zwane L[R].



do wysokosci odpowiadajacych predkosciom dwóch kul przed

zderzeniem, nastepnie przelac czesc plynu z jednego kieliszka do

drugiego tak, aby poziom cieczy w nim odpowiadal predkosci jednej

z kul po zderzeniu. Z poziomu w drugim kieliszku odczytujemy

predkosc drugiej kuli po zderzeniu. Ten sam schemat rozumowania

mozna zastosowac nawet do tak zaawansowanego zagadnienia, jak

relatywistyczne dodawanie predkosci. Potrzebne sa do tego

Relatywistyczna suma predkosci bedzie, na przyklad, predkosc V2

w ukladzie spoczynkowym czastki poruszajacej sie z predkoscia VI

wzgledem rakiety pedzacej z predkoscia u, oczywiscie wszystko

wzdluz jednej prostej. Dla znalezienia predkosci wypadkowej

wystarczy zawartosc dwóch kieliszków Einsteina, napelnionych

do poziomów odpowiadajacych VI oraz u, wlac do jednego z nich.

Oczywiscie skala predkosci nie osiaga tu c, gdyz wtedy kieliszki

musialyby miec nieskonczone rozmiary.

Zachecam Czytelnika do projektowania kieliszków opisujacych

naj rózniejsze prawa przyrody, a nawet do szukania stosownych

ksztaltów po sklepach.

Kieliszki Einsteina

Jak mozna przeczytac w artykule Wojciecha Kopczynskiego

w jednym z niedawnych numerów Delty (7/1997), relatywistyczne

dodawanie predkosci niezwykle sie upraszcza, kiedy zamiast

predkosci v rozwazamy tak zwany kat hiperboliczny 1jJspelniajacy

warunek tgh1jJ = v/c, gdzie tgh1jJ = (e1/!- e-1/!) / (e1/!+ e-1/!) jest

tangensem hiperbolicznym, natomiast c - oczywiscie predkoscia

swiatla. Kat hiperboliczny jest bowiem addytywny: aby otrzymac

predkosc bedaca relatywistycznym zlozeniem dwóch predkosci,

wystarczy znalezc kat hiperboliczny predkosci wypadkowej,

zwyczajnie dodajac katy hiperboliczne predkosci skladowych.

Mówimy tu o najprostszym przypadku dodawania relatywistycznego

ruchów odbywajacych sie wzdluz jednej prostej. Widac wiec,

ze mozemy zastosowac tu przywolany poprzednio schemat

f(a) + f(b) = f(c), gdzie potrzebna nam funkcja jest funkcja

odwrotna do tangensa hiperbolicznego, wzieta od predkosci

podzielonej przez predkosc swiatla f(v) = Artgh(v/c). Jezeli

chcemy skonstruowac kieliszek Einsteina, potrzel:;mjemy zgodnie

z poprzednimi rozwazaniami zadac w wersji tradycyjnej promien

proporcjonalny do pierwiastka z pochodnej naszej funkcji lub

w wersji plaskiej - szerokosc proporcjonalna do tej pochodnej.

Rózniczkujac nasza funkcje, mamy

~f(v) = 1
dv C(I-(v/c)2)'

a wiec, uwzgledniajac dowolnosc skalowania, promien kieliszka

w zaleznosci od wysokosci powinien miec postac

R 1

Ro VI - (H/ Ho)2'

b

bo

natomiast szerokosc

plaskiego kieliszka Einsteina

jest

1
- 2'

1- (H/Ho)

W praktyce ksztalt kieliszka

w wersji plaskiej wyglada

10 tak jak na wykresie.5

l
0.80.60.40.2O

-10
-5O

Teoria mnogosci ZFC pozwala na

przypisanie kazdemu zbiorowi x jego

rangi, która oznaczamy rank(x).

Zbiorowi pustemu przypisujemy

range O. Dla zbiorów niepustych

rank(x) = sup{rank(y) + 1: y E x}. Stad

juz krok do zdefiniowania poziomów

von Neumanna, Vc" mianowicie

V"" = {x: rank(x) < a}. Kazde V""

jest zbiorem. Zbiory V"" pozwalaja

z kolei zdefiniowac zbiory porzadkowo

definiowalne. Zbiór x jest porzadkowo

definiowalny, jesli dla jakiegos poziomu

von Neumanna V"" i jakiejs formuly <p('),

x jest zbiorem tych elementów y z V"",

które spelniaja w (V"", E) formule <p(y).

Klase zbiorów definiowalnych z liczb

porzadkowych oznaczamy OD. Jak
wykazal Godel, uniwersum zlozone ze

zbiorów dziedzicznie definiowalnych

z liczb porzadkowych (tj. takich, ze one

same, wszystkie ich elementy, elementy

elementów etc. sa definiowalne z liczb

porzadkowych) spelnia wszystkie

aksjomaty ZFC. Podobnie jak L[R]

definiujemy klase OD[R]. Jeden

z problemów, jakie sformulujemy na koncu

tego artykulu, odnosi sie wlasnie do tego
uniwersum.

Dlugo nie umiano wykazac, ze hipoteza

continuum jest niezalezna, tzn. nie

moze byc udowodniona na gruncie teorii

mnogosci ZFC (o ile ta ostatnia jest

niesprzeczna). Zostalo to wykazane

w roku 1963 przez P.J. Cohena.

Rozumowanie Cohena jest bardziej

skomplikowane niz argument Godla

i opiera sie na konstrukcji modelu

boolowskiego - klasy zlozonej z pewnych

funkcji o wartosciach w algebrze Boole'a

podzbiorów otwarto-domknietych

przestrzeni topologicznej. Przy

odpowiedniej definicji relacji nalezenia

i relacji równosci dla takich funkcji

klasa tych funkcji nadaje wszystkim

aksjomatom ZFC wartosc boolowska 1.
Ale dla odpowiednio dobranej przestrzeni

topologicznej wartosc formuly opisujacej
hipoteze continuum w tym uniwersum jest

równa O. Teraz juz tylko trzeba dowiesc,

ze cokolwiek da sie wykazac z formul

przyjmujacych w owym modelu wartosc 1,

tez ma wartosc 1. Tak wiec hipoteza

continuum jest zdaniem niezaleznym

na gruncie teorii mnogosci. Ani nie jest

dowodliwa (Cohen), ani jej negacja nie

jest dowodliwa (Godel). Przy okazji

dowodu niezaleznosci hipotezy continuum

Cohen wprowadzil metode tzw. forsingu.

Metoda ta byla nastepnie uzyta do bardzo

wielu dowodów niezaleznosci, w tym do

dowodu niezaleznosci aksjomatu wyboru

od pozostalych aksjomatów ZFC. Dosc

wspomniec, ze w latach szescdziesiatych
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Slonce a klimat
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o zaleznosci Ziemi i licznych, zachodzacych na niej, zjawisk od

Slonca nikogo nie trzeba przekonywac. Bywa raczej odwrotnie,

tzn. niektórzy sa sklonni dopatrywac sie decydujacej roli Slonca tam,

gdzie jest to nieuzasadnione, a przynajmniej nie dowiedzione. Na

poparcie tych domniemanych wiezi przytacza sie rózne statystyki,

zapominajac o tym, ze statystyka jest cierpliwa, korelowac mozna

wszystko ze wszystkim, tylko ze na koncu i tak nie wiadomo, czy

korelacja - jezeli w ogóle wystapi - jest przypadkowa, czy jest

skutkiem jakiejs fizycznej wiezi. Nierzadko w prognozie pogody

slyszymy np., ze nastepny dzien bedzie ciezki dla meteopatów,

bo nadciaga niz. Tymczasem naturalne jest, ze ponura pogoda

dziala na wszystkich przygnebiajaco, nikt nie lubi gwaltownych

zmian cisnienia, za to jezeli ktos akurat dostal podwyzke, to

najbardziej ponura pogoda nie zepsuje mu nastroju. Tak wiec

ostroznie z tego rodzaju statystykami, bo mozna by uwierzyc nawet

w to, ze konfiguracja planet w chwili urodzenia czlowieka okresla

jego charakter i losy.

Niemniej jednak Ziemia od Slonca otrzymuje konkretna ilosc energii,

która okresla srednia temperature i w ogóle klimat. W ciagu roku

Slonce silniej oswietla to pólnocna, to znowu poludniowa pólkule

Ziemi - wskutek pochylenia ziemskiej osi obrotu - i wynikiem

tego sa pory roku. W ciagu roku zmienia sie tez odleglosc Ziemi

od Slonca, a wiec ilosc energii, otrzymywanej od Slonca, lekko

sie zmienia. Jednak jest to efekt bardzo maly, gdyz splaszczenie

orbity ziemskiej jest niewielkie, a poza tym ilosc ta usrednia sie

juz po roku. Chcielibysmy wiedziec, czy w dluzszych okresach

czasu zmiany zachodzace na Sloncu maja wplyw na klimat Ziemi.

Najpierw trzeba wiec stwierdzic, czy takie zmiany na Sloncu

w ogóle zachodza. Nie ma watpliwosci, ze Slonce przechodzi 11-letni

(srednio ) cykl aktywnosci. W okresie tym zmienia sie licz ba plam,

magnetyzm i calkowite natezenie promieniowania slonecznego.

Minimum cyklu to minimum liczby plam, w tym tez czasie pole

magnetyczne na powierzchni Slonca jest naj slabsze i - co nie jest

oczywiste - naj slabsze jest tez calkowite promieniowanie Slonca.

Inaczej mówiac, zaplamione Slonce swieci silniej, gdyz plamom

towarzysza liczne obszary aktywne, które z nadmiarem rekompensuja

zmniejszenie sie swiecacej normalnie powierzchni Slonca. Zmiany

te sa zreszta bardzo male. Ziemia otrzymuje od Slonca srednio

1,372 kW 1m2 (jest to tzw. stala sloneczna), a wspomniane zmiany

to w przyblizeniu o jednostke na trzecim miejscu dziesietnym, moze

troche wiecej. Ten 11-letni cykl aktywnosci Slonca przejawia sie

w rozmaitym natezeniu wystepowania zórz polarnych, okresowych

trudnosciach w lacznosci radiowej, róznym napromieniowaniu

Ziemi przez energetyczne czastki pochodzenia kosmicznego itd. Czy

jednak ma to znaczenie dla klimatu? Jezeli nawet kroniki zanotuja,

ze byly lata chlodne i gorace, to nie nazwiemy tego zmianami, lecz

fluktuacjami klimatu, bo 11 lat to za malo, by juz orzekac o zmianie
klimatu.

Czy na Sloncu zachodza zmiany o dluzszym okresie? Tu juz

sprawa nie jest prosta, bo nawet to, co najlatwiej zaobserwowac,

czyli plamy, ludzkosc sledzi (w kazdym razie systematycznie) nie

dluzej niz od wynalezienia teleskopu, czyli od nie calych 400 lat.

Wiadomo, ze w tym okresie wystapilo jedno bardzo dlugie minimum

aktywnosci Slonca (tzw. minimum Maundera) w latach 1640-1700,

któremu towarzyszylo dosc istotne oziebienie, przynajmniej

w Europie. Nie ma tez zadnych wzmianek o zorzach z tego okresu,

podczas zacmien praktycznie nie bylo widac korony slonecznej,
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(i pózniej) ciagle pojawialy sie twierdzenia

o niezaleznosci róznych zdan od teorii

mnogosci ZFC. Istnieje jednak bardziej

pozytywna strona badan w teorii

mnogosci: niemal wszystkie te zdania

niezalezne daja sie jednak udowodnic

lub obalic w dwóch naturalnych

poduniwersach, mianowicie pod uniwersum

zbiorów konstruowalnych L oraz (przy

uzyciu hipotez o istnieniu duzych liczb

kardynalnych) we wspomnianym wyzej

poduniwersum L[R).

W zwiazku z tym motywem przewodnim

badan teorii mnogosci staly sie tzw. duze

liczby kardynalne. Róznych klas takich

liczb jest wiele - skoncentrujemy sie

tutaj na dyskusji jednego ich rodzaju,

mianowicie liczb mierzalnych. Oto

mianowicie liczbe kardynalna fi, nazywamy

mierzalna, jesli dla zbioru X mocy fi,

w rodzinie wszystkich podzbiorów

zbioru X istnieje taka miara o wartosciach

O, l, ze miara kazdego zbioru

jednoelementowego jest równa O, miara

calego zbioru X jest l, suma zas mniej

niz fi, zbiorów miary O ma miare o. Na

gruncie teorii mnogosci ZFC nie mozna

udowodnic istnienia liczb mierzalnych,

dlatego ze w uniwersum L nie ma

odpowiednich miar. Ale zalozenie istnienia

liczb mierzalnych, lub innych duzych liczb

kardynalnych, ma liczne ciekawe i glebokie

konsekwencje w analizie rzeczywistej

i kombinatoryce, szczególnie jej czesci

dotyczacej zbiorów nieskonczonych.

Praktykujacy matematyk, algebraik albo

analityk, nieczesto styka sie z problemami

niezaleznymi od teorii mnogosci ZFC.

Fakt ten jest zadziwiajacy, bowiem

teoria mnogosci zostala odkryta przez

Cantora ponad 100 lat temu. Mimo

ze matematyka jest stale inspirowana przez

nauki przyrodnicze (opisy rzeczywistosci

fizycznej), prawie nigdy nie prowadzi

nas do zdan niezaleznych od ZFC lub

do nowych aksjomatów. Co wiecej,

w ostatnich latach wiele slynnych

problemów (np. hipotezy Fermata oraz

Bieberbacha) zostalo rozwiazanych

przy uzyciu bardzo slabych podteorii

teorii ZFC. Zwazmy, ze sama niezaleznosc

jakiegos zdania od teorii mnogosci nie

mówi nam nic o prawdziwosci tego

zdania. Mówi ona tylko, ze takie zdanie

jest falszywe w jakims uniwersum

bedacym modelem teorii ZFC. Tak wiec

wyniki o niezaleznosci róznych zdan

zazwyczaj mówia tylko o tym, co sie

dzieje w pewnych poduniwersach. Jesli

ograniczymy sie do uniwersum zbiorów

konstruowalnych, to otrzymamy zupelnie

inny obraz struktury zbiorów liczb

rzeczywistych, niz w uniwersum zlozonym



ze zbiorów konstruowalnych z miary

o wartosciach O, l na liczbie mierzalnej.
Natomiast budowanie uniwersum

wszystkich zbiorów jest procesem, który

nie zakonczyl sie (i prawdopodobnie nigdy

sie nie zakonczy).

Szczególnie jasno widac role róznych

uniwersów, gdy spojrzec na konsekwencje

aksjomatu determinacji. W latach 60.

Mycielski i Steinhaus rozwazali zdanie
o istnieniu strategii zwycieskich dla klasy

gier pozycyjnych nalezacych do L[R],

zwane aksjomatem determinacji. Istnienie

takich strategii okazalo sie bardzo silnym

zalozeniem (przeczacym aksjomatowi

konstruowalnosci). Co wiecej, aksjomat

determinacji daje wiele konsekwencji

zgodnych z intuicja fizyczna i pozwala

rozwiazac wiele problemów dotyczacych

struktury zbioru liczb rzeczywistych i jego

podzbiorów. Determinacja dostarczyla

nowego impetu badaniom deskryptywnej

teorii mnogosci (tj. teorii definiowalnych

podzbiorów tzw. przestrzeni polskich, czyli

przestrzeni metrycznych osrodkowych

i zupelnych). W ostatnich latach Martin,

Woodin i Steele wykazali, ze istnienie

owych strategii dla gier w L[R) wynika

z aksjomatów istnienia "duzych" liczb

kardynalnych.

Teoria mnogosci odgrywa dzis role

analogiczna do tej, jaka geometria
Euklidesa grala przez ponad póltora

tysiaca lat - do odkryc Newtona
i Leibniza, mianowicie jest teoria

uniwersalna dla wspólczesnej matematyki.

Ale jej aksjomatyka nie jest zupelna.

Niekiedy w trakcie rozwoju matematyki

napotykamy nowe zasady dotyczace

zbiorów, na przyklad aksjomat

determinacji dla klasy L[R). Rozwój

matematyki zadecyduje, które z tych

i innych nowych aksjomatów, jakie

niechybnie sie pojawia, beda powszechnie

akceptowane w koncu XXI wieku.

Na zakonczenie omówienia teorii

mnogosci podkreslmy raz jeszcze,

ze teoria mnogosci ZFC wystarcza do

wyprowadzenia calej niemal wspólczesnej

matematyki. Nie wiemy, dlaczego tak sie

dzieje, aksjomatyka pochodzi z poczatku

wieku (z roku 1908), a mimo to po dzis

dzien 99% wyników matematycznych nie

wymaga srodków spoza ZFC. Wzmocnienia

ZFC aksjomatami istnienia duzych

liczb kardynalnych nie sa inspirowane

przez zastosowania, lecz raczej przez

pojecia tworzone w wyobrazni ludzkiej

i nie majace interpretacji fizycznych.

Tylko aksjomat determinacji dla L[R)

inspirowany jest przez intuicje fizyczne.

Czesc trzecia ukaze sie w Delcie 1/2000.

fi

a obecne pomiary zawartosci wegla 14C dowodza jego zwiekszonej

ilosci w substancjach organicznych z tamtych czasów, bowiem slabe

sloneczne pole magnetyczne nie chronilo Ziemi przed czastkami

promieniowania kosmicznego, produkujacymi w atmosferze

promieniotwórczy wegiel z azotu. Informacje o temperaturze na

Ziemi sa jeszcze ubozsze, rzetelne obejmuja ostatnie 250 lat, ale

chyba do dzis trudno mówic, ze dotycza calej Ziemi. Wynika

z nich, ze temperatura jest skorelowana nie z faza cyklu, lecz z jego

dlugoscia, przy czym w okresie dlugich cykli (okolo lat 1800, 1855

i 1900) nastepowalo obnizenie sie sredniej temperatury na pólnocnej

pólkuli Ziemi, zreszta zaledwie o mniej niz jeden stopien. Jest

nawet gorzej, gdyz minimum temperatury czasem nastepowalo po

najdluzszych cyklach aktywnosci Slonca, a czasem przed. Jest wiec

korelacja, ale czy takze zwiazek fizyczny?

Badanie tych zagadnien stwarza chyba wiecej nowych pytan niz

daje odpowiedzi na dawne pytania. Próby odtwarzania zwiazków

Ziemia-Slonce chocby w czasach historycznych sa jeszcze bardziej

zawodne. Wiadomosci o klimacie sa wyrywkowe, a plam i tak nikt

nie obserwowal. W odniesieniu do czasów dawniejszych niepewnosc

jest jeszcze wieksza. O temperaturze na danym obszarze próbuje sie

wnioskowac np. na podstawie sladów roslinnosci w odpowiednich

warstwach geologicznych, nigdy jednak nie ma pewnosci, czy pylki

roslin znajdowane w tych warstwach pochodza akurat z tego terenu,

czy zostaly przywiane przez wiatr. Dlatego wyciaganie wniosków

z takich obserwacji posrednich jest i trudne, i niepewne.

Rzecz jasna, nonsensem byloby twierdzic, ze ziemski klimat nie

zalezy od Slonca. Jednak udokumentowane zmiany aktywnosci

Slonca powoduja bardzo niewielkie zmiany stalej slonecznej i - jak

widzimy - bardzo niewielkie zmiany temperatury na Ziemi. Zapewne

jedno z drugim wiaze sie, chcielibysmy jednak umiec oddzielic

wplyw Slonca od innych czynników okreslajacych ziemski klimat.

Wydaje sie, ze nastanie i ustapienie epok lodowcowych wywolywane

sa zmianami w przebiegu wielkich pradów morskich, a te z kolei

wypietrzaniem sie lub zanikaniem ladów, czyli ogólnie ruchem

plyt tektonicznych. Ale np. wyginiecie dinozaurów 65 mln lat

temu nastapilo chyba z innych przyczyn. Coraz bardziej przebija

sie hipoteza upadku wielkiego meteorytu - prawdopodobnie na

skraj Jukatanu - co doprowadzilo do takiego zapylenia atmosfery,

ze z braku swiatla wyginela roslinnosc, a w konsekwencji z glodu

dinozaury. Jednak wedlug innej hipotezy Slonce przechodzilo

w owym czasie przez gestsze obszary ramienia spiralnego

naszej Galaktyki i to oddzialywanie Slonca z gesta materia

miedzygwiazdowa moglo spowodowac znaczne oziebienie klimatu

Ziemi. Wreszcie moze w ogóle nie ma powodów do przejmowania

sie zmiennoscia Slonca, a bardziej drastyczne zmiany klimatu

moze wywolac wzmozona aktywnosc wulkaniczna Ziemi lub nawet

dzialalnosc czlowieka, systematycznie zanieczyszczajacego srodowisko

naturalne. Niektórzy twierdza, ze juz obserwujemy ocieplenie

klimatu, co przypisuje sie wzbogaceniu atmosfery w dwutlenek wegla

i zwiekszenie przez to efektu szklarniowego. Konkurencja z kolei

dowodzi, ze jest to niemozliwe, gdyz oceany i tak wchlona kazda

(powiedzmy - do pewnych granic), wyprodukowana przez czlowieka,

ilosc dwutlenku wegla, tak ze sklad atmosfery jeszcze dlugo sie nie

zmieni. Badanie tych zjawisk na pewno jest nie tylko zaspokajaniem

naukowej ciekawosci, gdyz moze dac czlowiekowi bardzo konkretne

wskazówki co do postepowania w przyszlosci. Niestety, jak dotad

wniosek jest raczej pesymistyczny, mianowicie zbyt wiele jest tu

niewiadomych. Nie zmienia to faktu, ze przyjemnie jest, jezeli

powietrzem daje sie oddychac, a wody ze zródla mozna sie napic,

wiec lepiej zbyt intensywnie z nasza planeta nie eksperymentowac.


