1stnienia zbioréw proponowany przez
Fregego (ze kazda klasa jest zbiorem).

Ten sprzeczny schemat ma postad
Jao¥y [y €2 & @(y)], gdzie p jest dowolng
formula jezyka teorii mnogosci,

Niemniej jednak bylo jasne, ze pojecie

zbioru wymaga dobrego opisu. Trzeba bylo

co$ zrobi¢, by pojecie zbioru moglo stuzyc

matematykom i z odpowiednia propozycja |

wyszed! Zermelo. W roku 1908 zbudowal
on uklad aksjomatéw opisujacy zbiory

i metody budowania zbioréw, przy czym
aksjomaty nie pociagaly za soba wniosku,

ze klasa R jest zbiorem. Po pewnych
ulepszeniach Skolema i Fraenkla wylonila
sie teoria mnogoéci Zermelo-Fraenkla,
powszechnie dzi§ przyjeta aksjomatyzacja
teorii mnogosci i calej matematykl, zwana
teoria ZFC.

Sposréd aksjomatow tej teorii Jeden budzil
zaniepokojenie niektérych matematykéw,
mianowicie aksjomat wyboru. Aksjomat
ten méwi, ze dla dowolnej niepustej
rodziny zbioréw niepustych i parami
rozlacznych istnieje zbiér (zwany
selektorem) majacy z kazdym elementem
owej rodziny dokladnie jeden element
wspolny. Jest to uogélnienie oczywistej
wlasnosci rodzin skonczonych, ale jest

ono nader niekonstruktywne. Jesli bowiem
my$limy o zbiorach jako tworach, ktére
mozna konstruowaé z innych zbioréw za
pomoca rozmaitych operacji, to zupelnie
nie widad, jakie operacje konstruowalyby
6w selektor, ktéry — zgodnie z aksjomatem
wyboru — ma istnie¢. Dzi§ pogodzilismy sie
z aksjomatem wyboru, ktéry w rozmaitych
formach (np. lematu Kuratowskiego—Zorna
albo zasady dobrego uporzadkowania) jest
powszechnie uzywany. Niemniej jednalk
przyjecie aksjomatu wyboru powoduje,

ze musimy tez zaakceptowaé jego
konsekwencje, na przyklad paradoksalny
rozktad kuli, sprzeczny z intuicjami
fizycznymi. Na ogél konsekwencje
aksjomatu wyboru sa dalsze od zastosowan
matematyki, niz twierdzenia, ktére
obywaja sie bez tego aksjomatu.

Hipoteza continuum moéwi, ze kazdy
nieskoriczony zbidr liczb rzeczywistych
jest przeliczalny lub jest réwnoliczny

z calym zbiorem liczb rzeczywistych.
Teoria mnogosci z aksjomatem wyboru
dowodzi, iz jest to réwnowazne temu,
ze rodzina wszystkich podzbioréw
zbioru liezb naturalnych ma licznoéé Ny
(tj. najkrétszego zbioru dobrze
uporzadkowanego i nieprzeliczalnego).
Préby rozwigzania tego problemu
doprowadzily do wielu interesujacych
wynikéw i wskazaly na niezupelnodé
dotychczasowego rozumienia pojecia zbioru
liczb rzeczywistych. K. Godel w drugiej

Pewien komputer analogowy albo
prawa przyrody w kieliszkach
Jan GAJ

Dawno, dawno temu, kiedy komputery nazywano mézgami
elektronowymi, najlepsze z nich zajmowaly cale hale i konsumowaty
prad wystarczajacy do o§wietlenia malego miasteczka. Mimo tych
cieplarnianych warunkéw dysponowaly pamiecia o kilka rzedéw
wielko$ci mniejsza i liczyly znacznie wolniej niz dostepny dzis
sredniej klasy pecet, co jest najlepszym argumentem na rzecz
stusznosci polityki naszych kolejnych rzadéw wobec sfery budzetowej:
ograniczanie zasilania moze i§¢ w parze ze zwiekszaniem wydajnoéci.
W tych to dawnych czasach oprécz maszyn cyfrowych istnialy

tez, przede wszystkim w projektach, niestusznie dzi§ zapomniane
komputery analogowe, w ktérych liczby sa reprezentowane przez
jakies wielkosci fizyczne, najczedciej elektryczne. Zeby nadrobié to
karygodne zaniedbanie, proponuje dzi§ wycieczke w kraine cieczy

i naczyn. Wycieczka taka stanowi od pewnego czasu jedno z moich
marzeii, a ostatnie opory przed jego realizacja pomogly mi usunaé
coraz czesciej spotykane reklamy piwa bezalkoholowego! Gdyby wiec
komus wybujata wyobraznia podpowiadala naganne skojarzenia,
niech porzuci wszelka nadzieje: o napojach wyskokowych tu nie
bedzie. Zeby zrozumieé, jak dziala komputer analogowy rozwazmy
najpierw przyklad najprostszy.

Kieliszek jako komputer jednowymiarowy

Odpowiedniego ksztaltu kieliszek moze stuzy¢ do obliczania zadanej
funkcji monotonicznej. Funkcja ta bedzie objetoéé cieczy (oczywiscie
bezalkoholowej) w kieliszku, a argumentem — wysokoéé stupa cieczy.
Zeby nasz przyklad uczynié konkretniejszym, trzeba poszukaé prawa
przyrody opisywanego jaka$ funkcja monotoniczng. Rozwazmy na
przyklad prawo Stefana-Boltzmanna opisujace zaleznoéé natezenia
promieniowania ciala doskonale czarnego od temperatury:

I =oT"
Za temperature przyjmiemy wysoko$é¢ poziomu cieczy w kieliszku
T = aH (z uwzglednieniem wspélezynnika o wyrazajacego skale),
a natezeniem promieniowania bedzie objetosé tej cieczy I = SV
(ze wspéiczynnikiem skalowania 3). Musimy wiec skonstruowaé
kieliszek, w ktérym oqutoéé bedzie proporcjonalna do czwartej
potegi wysokosci V = 87 loatH* = AH?, gdzie A = B~ 1oa? jest
stalym wspétczynnikiem.

W przypadku kieliszka o symetrii
obrotowej scharakteryzowanego
zaleznoscia promienia R od
wysokosci H objetos¢ mozna

H
wyrazi¢ wzorem V = [ wR?*(h)dh,
0

dVv
ktére ika — = TR?
z ktérego wynika iH TR* |

dv
dH’
W naszym przypadku oznacza to

azatem R = /71

proporcjonalnosé¢ promienia do wysokosci w potedze 3/2, a wiec
kieliszek wyrazajacy prawo Stefana-Boltzmanna powinien wygladaé
w przekroju tak, jak na powyzszym rysunku.



Oczywiscie, wazny jest tylko ksztalt wnetrza, reszta z punktu
widzenia naszego wywodu nie ma zadnego znaczenia. Obliczanie
natezenia promieniowania przy uzyciu takiego kieliszka polegaloby
na przelaniu do menzurki cieczy z kieliszka napelnionego do
wysokosci odpowiadajacej temperaturze. Jezeli kto§ nie lubi
pierwiastkowania, moze skonstruowac ,kieliszek” plaski, w ktérym
warstwa cieczy o gruboéci d bedzie ograniczona §ciankami
determinujacymi szerokoéé b stupa cieczy zalezna od wysokosci h.
W takim kieliszku objeto$é V' w zaleznosci od wysokosci stupa
cieczy H bedzie opisana wzorem

H
vV =d [ b(h)dh.
/

Pozwala to, podobnie jak w poprzednim przypadku, wyliczyé
szerokos¢ b jako funkcje wysokosdci H dla zadanej zaleznosci objetosci

dv
od wysokosci b = d_lﬁ. Ostatni wzdr ukazuje nam szczegdlna

uzytecznosc kieliszka plaskiego do ilustracji praw przyrody,

w ktérych interesuje nas zaréwno jakas wielkoéé (reprezentowana
przez V), jak i jej pochodna (jest do niej proporcjonalna szerokosé
kieliszka b).

W przypadku zaleznosci
kwadratowej (a wiec pochodnej
liniowo zaleznej od argumentu)
nie pomylmy sie, kieliszek nie
bedzie mial ksztaltu stozka,
powinien natomiast mie¢ promien
proporcjonalny do pierwiastka

z wysokosci, a wiec wygladaé, jak
na rysunku obok.

Ostatni przyklad podaje nie bez
kozery, bo ilustruje nie tylko prosta
zaleznoé¢ kwadratowa (na przyktad energii kinetycznej od predkosci).
Swietnie nadaje sie tez do rozszerzenia naszych rozwazai na
przypadek dwuwymiarowy. Prawem, ktére réwniez potrzebuje
takiego kieliszka, a najlepiej dwdch, jest

Twierdzenie Pitagorasa

Jak wiemy, odnosi sie ono do tréjkata prostokatnego i méowi,

ze suma kwadratéw przyprostokatnych jest réwna kwadratowi

przeciwprostokatnej: a? + b? = ¢?. Dysponujac dwoma kieliszkami

o kwadratowej zaleznosci objetosci od wysokosci poziomu cieczy,

wystarczy nala¢ do kazdego z nich, na przyklad, soku pomidorowego

do wysokoséci odpowiadajacej dlugosci jednej z przyprostokatnych

tréjkata, zla¢ zawartos$é obu kieliszkéw do jednego z nich, a wtedy

odczytamy z wysokosci poziomu soku dlugosé przeciwprostokatnej.

Latwo zauwazy¢, ze ten tryb postepowania mozna stosowaé

wtedy, kiedy mamy do czynienia z dodawaniem pewnych funkcji

wielkoéci, ktére nas interesuja, wedlug schematu f(a) + f(b) = f(c).

Na przyklad energia caltkowita ukladu dwéch identycznych kul

jest proporcjonalna do sumy kwadratéw ich predkosci. Dzieki

temu mozna omawiang pare kieliszkéw wykorzystac takze do

przewidywania wyniku zderzenia sprezystego, w ktérym, jak

wiadomo, energia kinetyczna sie zachowuje, a wiec zachodzi réwnosé
v} + v =off +17,

gdzie dolny indeks numeruje kule, a prim odnosi sie do sytuacji po

zderzeniu. Trzeba tylko nalaé¢ cieczy do dwdch kieliszkdw
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Teoria mnogoéci ZFC pozwala na
przypisanie kazdemu zbiorowi z jego
rangi, ktéra oznaczamy rank(z).
Zbiorowi pustemu przypisujemy

range 0. Dla zbioréw niepustych
rank(z) = sup{rank(y) +1:y € z}. Stad
juz krok do zdefiniowania poziomdw
von Neumanna, Vo, mianowicie

Va = {z: rank(z) < a}. Kazde V,
jest zbiorem. Zbiory V, pozwalaja

z kolei zdefiniowaé zbiory porzgdkowo
defintowalne. Zbidr x jest porzadkowo
definiowalny, jesli dla jakiego$ poziomu
von Neumanna V5, i jakiej§ formuly o(-),
z jest zbiorem tych elementéw y z Vi,
ktore spelniaja w (V,, €) formule o(y).
Klase zbioréw definiowalnych z liczb
porzadkowych oznaczamy OD. Jak
wykazal Gédel, uniwersum zlozone ze
zbioréw dziedzicznie definiowalnych

2z liczb porzadkowych (tj. takich, ze one
same, wszystkie ich elementy, elementy
elementéw etc. sa definiowalne z liczb
porzadkowych) spelnia wszystkie
aksjomaty ZFC. Podobnie jak L[R]
definiujemy klase OD[R]. Jeden

z probleméw, jakie sformutujemy na koticu

tego artykutu, odnosi sie wlasnie do tego
uniwersum.

Dhugo nie umiano wykazaé, ze hipoteza
continuum jest niezalezna, tzn. nie
moze byé udowodniona na gruncie teorii
mnogosci ZFC (o ile ta ostatnia jest
niesprzeczna). Zostalo to wykazane

w roku 1963 przez P.J. Cohena.
Rozumowanie Cohena jest bardziej
skomplikowane niz argument Godla

i opiera si¢ na konstrukeji modelu
boolowskiego — klasy zlozonej z pewnych
funkeji o wartoéciach w algebrze Boole'a
podzbioréw otwarto-domknietych
przestrzeni topologicznej. Przy
odpowiedniej definicji relacji nalezenia

i relacji réwnosci dla takich funkeji
klasa tych funkeji nadaje wszystkim
aksjomatom ZFC wartosé boolowska 1.
Ale dla odpowiednio dobranej przestrzeni
topologicznej wartosé formuly opisujacej

hipoteze continuum w tym uniwersum jest

réwna 0. Teraz juz tylko trzeba dowiesé,
ze cokolwiek da sie wykazaé z formul

przyjmujacych w owym modelu wartosé 1,

- tez ma wartodé 1. Tak wiec hipoteza
continuum jest zdaniem niezaleznym
na gruncie teorii mnogosei. Ani nie jest
‘dowodliwa (Cohen), ani jej negacja nie
jest dowodliwa (Godel). Przy okazji
dowodu niezaleznosci hipotezy continuum
Cohen wprowadzil metode tzw. forsingu.

Metoda ta byta nastepnie uzyta do bardzo

wielu dowodéw niezaleznoéci, w tym do
dowodu niezaleznoéci aksjomatu wyboru
od pozostatych aksjomatéw ZFC. Dosé
wspomnieé, ze w latach szes¢dziesigtych

do wysokoéci odpowiadajacych predkoéciom dwdéch kul przed
zderzeniem, nastepnie przela¢ cze$¢ plynu z jednego kieliszka do
drugiego tak, aby poziom cieczy w nim odpowiadal predkoéci jednej
z kul po zderzeniu. Z poziomu w drugim kieliszku odczytujemy
predkosé drugiej kuli po zderzeniu. Ten sam schemat rozumowania
mozna zastosowac nawet do tak zaawansowanego zagadnienia, jak
relatywistyczne dodawanie predkosci. Potrzebne sa do tego

Kieliszki Einsteina

Jak mozna przeczyta¢ w artykule Wojciecha Kopczyriskiego

w jednym z niedawnych numeréw Delty (7/1997), relatywistyczne
dodawanie predkoéci niezwykle sie upraszcza, kiedy zamiast
predkoéci v rozwazamy tak zwany kat hiperboliczny v spelniajacy
warunek tght) = v/c, gdzie tghy) = (e¥ —e™¥) / (e¥ + e ¥) jest
tangensem hiperbolicznym, natomiast ¢ — oczywiécie predkoscia
$wiatla. Kat hiperboliczny jest bowiem addytywny: aby otrzymadé
predkosé bedaca relatywistycznym zlozeniem dwéch predkodcei,
wystarczy znalez¢ kat hiperboliczny predkosci wypadkowej,
zwyczajnie dodajac katy hiperboliczne predkosci skltadowych.
Méwimy tu o najprostszym przypadku dodawania relatywistycznego
ruchéw odbywajacych sie wzdluz jednej prostej. Widaé wiec,

ze mozemy zastosowac tu przywolany poprzednio schemat

f(a) + f(b) = f(c), gdzie potrzebna nam funkcja jest funkcja
odwrotna do tangensa hiperbolicznego, wzieta od predkosci
podzielonej przez predkosé swiatla f(v) = Artgh(v/c). Jezeli
chcemy skonstruowac kieliszek Einsteina, potrzebujemy zgodnie

z poprzednimi rozwazaniami zada¢ w wersji tradycyjnej promien
proporcjonalny do pierwiastka z pochodnej naszej funkeji lub

w wersji plaskiej — szerokos¢ proporcjonalng do tej pochodnej.
Rézniczkujac nasza funkcje, mamy

d
d_-vf(v) =

1
2 b
e (1 — (v/c) )
a wiec, uwzgledniajac dowolnosé skalowania, promien kieliszka
w zaleznosci od wysokosci powinien mieé postaé

1
Bo 11— (/H)?
| r———— [ _———] natomiast szerokosc
0.8 plaskiego kieliszka Einsteina
\ jest
0.6 \ f : 1
0.4 bo  1-— (H/Ho)*
0.2}— l W praktyce ksztalt kieliszka
l w wersji plaskiej wyglada
g tak jak na wykresi
—10 ek 0 5 10 aK Jak na wykresie.

Relatywistyczna suma predkosci bedzie, na przykltad, predkosé vo
w ukladzie spoczynkowym czastki poruszajacej sie z predkoscia v,
wzgledem rakiety pedzacej z predkoscia u, oczywiscie wszystko
wzdluz jednej prostej. Dla znalezienia predkoéci wypadkowej
wystarczy zawarto$¢ dwdch kieliszkéw Einsteina, napelnionych

do pozioméw odpowiadajacych vy oraz u, wlaé¢ do jednego z nich.
Oczywiscie skala predkosci nie osiaga tu ¢, gdyz wtedy kieliszki
musialyby mieé¢ nieskonczone rozmiary.

Zachecam Czytelnika do projektowania kieliszkéw opisujacych
najrézniejsze prawa przyrody, a nawet do szukania stosownych
ksztaltéw po sklepach.



