O wspdlistnieniu koniecznosci i przypadku
Tomasz NOWICKI

Zjawiska ewoluujace w czasie mozemy opisywaé ciagami rekurencyjnymi,
ktére okreSla sie wzorami postaci &1 = f(x,). Poniewaz czesto nie znamy
lub nie potrafimy kontrolowaé¢ poczatku ciagu, wiec chcielibyémy powiedzieé
& cos o dalekich wyrazach ciagu niezaleznie od zg. Jedli ciag stabilizuje sie,
2 na przykltad, gdy ma granice, to méwimy, ze zjawisko jest zdeterminowane
— jakkolwiek byémy zaczynali, znamy rezultat koncowy. Czasem, wybierajac,
powiedzmy, co szdsty wyraz, dostaniemy podciagi zbiezne; wtedy tez méwimy
o determinizmie — w granicy zjawisko jest okresowe. Czesto jednak zachowanie
(an, hn) ciaggu wymyka sie takim przewidywaniom. A czasem jest i tak, i tak. Jak?
| I AR Zobaczmy na przykladzie.

- —» Srednia arytmetyczna, geometryczna i harmoniczna

Zadanie 1. Dla p > ¢ > 0 okreslamy dwa ciqgi: ag = p, go = q, a dalej
Rys. 1. Gdy aphp > 0, to dla wszystkich n p 7 y 4 o Py S0 i J

punkt (a,, hy,) nalezy do tej samej galezi mku?ﬂencyjnﬁe’
hiperboli zy = aphg, do ktérej nalezy n + Gn il
(a0, ho). Dla n — oo punkt (an, hy) Ant1 = =g In+1 = +/Anfn

zmierza bardzo szybko do prostej y = z. Zbadaj e Lea tych cs’qgo’w.
Dla p > ¢ > 0 mamy (p + ¢)? > 4pq. Stad réwniez p > (p + q)/2 > \/pq > q,
a zatem p > a, > g, > ¢ dla wszystkich n, przy czym a, maleje, a g,, roénie.
Ponadto, |an11 — gnt1| < |an — ga|, a wiec oba ciagi maja wspélng granice,
ktéra nazywa sie Srednia arytmetyczno-geometryczna liczb p i g.

Zadanie 1 ilustruje twierdzenie o zbieznoéci ciagéw monotonicznych
ograniczonych w przypadku, gdy granice trudno jest wyrazié¢ wzorem. Czasem
tatwiej przekona¢ si¢ do rozumowania, gdy mozemy granicy dotknaé reka.

Zadanie 2. Dla p > q > 0 okreslamy dwa ciqgi: ag = p, hy = q, a dalej
rekurencyjnie
an + hy 2 2a,hn,

a = —, = .
n+1 2 n+1 L_FL an+hn

Zbadaj zbieznosé tych ciggdw.

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, p > an, > apt1 > hniy > hy > ¢ (trzeba
o skorzysta¢ z nieréwnosci (1/p + 1/¢)? > 4/(pq)), a oba ciagi maja wspélna
granice g, ktéra tym razem mozemy obliczy¢. Mamy bowiem a,,1h, 11 =

= anhn = ... = aoho = pyg, skad g* = pq, czyli g = /pq (rys. 1). Korzystajac

Rys. 2. Metoda stycznych — algorytm 7 tego, otrzymujemy jeden ciag rekurencyjny
Newtona. Zalézmy, ze funkcja f jest

dcifle wypukla (wystarczy, by f''(z) > = £ + 92

0 dla wszystkich z) i f{zp) = 0. Dla On41 = 9 (n o

dowolnego zq okreslamy ciag L

Flzn)

Fizn)

g“; I\l:{;kf:‘:ll ; ?vn;ff]f:{c\zmkmﬁ: ?;‘cha Ciag any1 = f(an) jest bardzo szybko zbiezny do punktu stalego funkcji f;

przecina 0§ OX. Ciag (z,) jest zbiesny ~ Wladnie tej procedury uzywaja kieszonkowe kalkulatory do obliczania

do mlieisca Zerowego 2o, Prz&}“-zb’m (przyblizen) pierwiastkéw kwadratowych. Pray okazji, jest to algorytm

— o ile zp nie jest minimum f - dla x, v . um s 0 9

Bliakiich. &, saaimy obliczania miejsca zerowego funkcji #* — g metoda stycznych (algorytm
Newtona — rys. 2).
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Tn4l = Tn —

Zadanie 3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = (2% + ¢°)/2z.

2
|Tnt1 — 20| = |20 — 20]",

co ormacza, %e za kazdym krokiem liczsba  Zanim przejdziemy dalej, zauwazmy, ze wzory rekurencyjne ciagéw an i hy sa

cyfr dokladnych przyblizenia z grubsza ¥ ¥ i e & s

hioran, dhelwada e, jednorodne, to znaczy, ze dla A > 0 ciagi A, = Aa, i H, = Ah, spelniaja te
same warunki i wzory, co ciagi a,, i h, (z nowymi punktami startowymi P = \

Zwrocmy uwage, ze funkcja wypukia 5 M a8l an & ( y P y P

moze mie¢ dwa miejsca zerowe, wigc 1 Q = ’\Q)'

trzeba uwazaé, gdzie si¢ startuje. e " 5 < ‘4 i
Crytelnik zechce pomysled, co sig moze ~ Mamy tu do czynienia z sytuacja w pelni zrozumiala, ciag (an, hy,) jest bardzo

dziaé, gdy f nie ma miejsca zerowego lub  szybko zbiezny. Gdyby$my wiec modelowali nim jakies zjawisko, juz po niewielu
ISR R iteracjach widzieliby$my tylko punkt zbieznoéci. Pelny determinizm. A przeciez
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Rys. 3. Wykres praeksztalcenia T

Rozwiniecie dwéjkowe liczby = € [0, 1)
to jej przedstawienie w postaci

==}
5= et
k=1

gdzie by € {0,1} jest nazywane k-ta
cyfra rozwiniecia. Czasem piszemy

[#]2 = 0, bybabs .. .. Aby rozwiniecie bylo
jednoznaczne, przyjmujemy, ze ciag cyfr
ma nieskoniczong liczbe zer. Jedli taki ciag
ma skoticzong liczbe jedynek (czyli od
pewnego miejsca wystepuja w nim same
zera), to x jest liczba postaci g/2", gdzie
n jest pozycja ostatniej jedynki.

Przedzial dwuadyczny

[g/2™, (g +1)/2"] dla 0 < g < 2™ sklada
sie z liczb, ktdrych rozwiniecia dwdjkowe
sa takie same na n pilerwszych pozycjach,
a potem sa dowolne. Diugosé tego
przedzialu wynosi 1/27.

Rys. 4. Przeksztalcenie ToT o T = T2 ma
2% — 1 = 7 punktéw stalych.

w ciggu tym tkwia jeszcze pewne tajemnice. Zanim je poznamy, sprébujmy
opisa¢ sytuacje jak najbardziej losowa.

Jedno przeksztalcenie o wielu obliczach

Rozpatrzmy przeksztalcenie T' odcinka [0, 1) okreslone nastepujaco: Tax = 2z
dla0 <z <05oraz Te =2z —1dla 0,5 <z <1 (rys. 3). Bedziemy tez pisaé
Tz = 2z mod 1. Oba odcinki, na ktérych T' jest ciagle, bedziemy nazywac
poléwkami.

Przeksztalcenie T' nakrywa dwukrotnie [0,1), a jego n-ta iteracja T™ nakrywa
odcinek 2"-krotnie, w szczegdlnoéei, T™ ma 2™ — 1 punktéw stalych (rys. 4),
czyli T ma 2" — 1 punktéw okresowych o okresie n. Czytelnik odpowie: dla

ilu z tych punktow n jest nagmniejszym okresem? Kazdy podprzedzial, ktory
zawiera sie w jednej z poléwek, przeksztalcenie T' rozciaga dwukrotnie.
Przeciwobraz dowolnego odcinka zawartego w [0, 1) sklada sie z dwéch dwa razy
krétszych odcinkéw.

Zajmiemy sie teraz zapisem dwdéjkowym liczb z [0,1).

Przeksztalcenie T' dziala tak, ze w rozwinieciu dwéjkowym wszystkie cyfry
przesuwamy o jedna pozycje w lewo, a o pierwszej cyfrze zapominamy. Kazda
liczba ma zakodowane wszystkie swoje iteracje w nastepujacy sposéb. Jesli

na (k + 1)-tej pozycji w rozwinieciu dwdjkowym liczby wystepuje zero, to

0 < T*z < 0,5, jesli zas jeden, to 0,5 < T*zx < 1, czyli po k iteracjach punkt
zawedruje do wskazanej poléwki odcinka. Co wiecej, pierwsze m cyfr rozwiniecia
wskazuje, do ktdrego przedziatu dwuadycznego [¢/2™, (g + 1)/2™) nalezy
liczba. Liczba o ustalonych m cyfrach na pozycjach od k& + 1 do k + m trafi po
k iteracjach do przedzialu dlugosci 27" wyznaczonego przez te cyfry. Teraz
widaé, ze mozna znalezé mnéstwo liczb, ktére pod dzialaniem przeksztalcenia T
beda trafialy do kolejnych, z géry danych odcinkéw.

Zadanie 4. ZnajdZ dtugosé sumy odcinkdw ztozonych z liczb, ktdre doktadnie

w k-tej iteracji trafig do zadanego przedziatu dwuadycznego. Znajds dlugosé sumy
odcinkow ztoZonych z liczb, ktore nie odwiedzq zadanego przedziatu dwuadycznego
przed k-tq iteracjq.

Zauwazmy, ze jesli dwa punkty sa rézne, to ktéras iteracja wepchnie je do
réznych poléwek, a jedli wtedy oba beda blisko érodka, to nastepna odepchnie
je do przeciwleglych konicéw odcinka [0,1). Mamy wiec przeksztalcenie, ktére
produkuje ciagi o wielu wlasnosciach: sa okresowe o dowolnie zadanym okresie,
sa inne — odwiedzajace kazdy odcinek; bliskie punkty rozjezdzaja sie, odlegle
wpadaja na siebie. Czy jest tu jakas regularnosé?

Losowanie i statystyka

Teraz zaczniemy rzuca¢ moneta. Wyniki kolejnych rzutéw kodujemy jako zera
(dla ortéw) i jedynki (dla reszek). Jesli rzucimy n razy, otrzymamy ciag orléw

i reszek, ktéry kodujemy w postaci przedziatu dwuadycznego [¢/2", (g + 1)/2"),
wypisujac rozwiniecie dwéjkowe liczby ¢/2" - kolejne cyfry po przecinku to
wyniki kolejnych rzutéw. Zauwazmy, ze dodanie nastepnego rzutu to wybranie
ktérejé polowy juz otrzymanego przedziahu.

Taki sposéb kodowania rzutéw ma dodatkowsa zalete: dla monety symetrycznej
szansa otrzymania ciagu orléw i reszek, ktéry spelnia te czy inne z gory
narzucone warunki (np. w ciagu dziesieciu rzutéw nie ma trzech kolejnych
reszek), odpowiada dlugosci sumy przedzialéw dwuadycznych okreslonych przez
owe warunki (w tym przykladzie chodzi o przedzialy [¢271°, (¢ + 1)2719), dla
ktérych w rozwinieciu ¢271° nie ma trzech kolejnych jedynek).

W jezyku rzutéw moneta przeksztalcenie T to zapominanie o wyniku
pierwszego rzutu. Zastosowanie k-tej iteracji przeksztalcenia to odrzucenie
pierwszych k rzutéw. Diugoéc przedzialéw po przeksztalceniu odpowiada
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Centralne Twierdzenie Graniczne.
Jeéli S, oznacza liczbe sukecesdw

w n priobach Bernoulliego z ustalonym
prawdopodobierstwem sukcesu p, to

P((Sn — np)/4/np(1 —p) < t) — F(t)

dla n — oo, gdzie F jest dystrybuantq
standardowego rozktadu normalnego,

a b [ mpe
F(t) = m[mexp( = /2)dt.

Przyklad. Szansa, ze w dlugiej serii
rzutéw moneta wérdd rzutéw od

401 do 500 bedzie co najwyzej 60
orléw, jest réwna P(S100 < 60) =

= P((S100 — 50)/v/25 < 2) = F(2).

Podobnie, laczna dlugoié przedzialéw
dwuadycznych, w ktérych rozwiniecia
liczb maja na pozycjach od 401 do

500 co najwyzej 60 zer, jest réwna
okolo F'(2). Sa to te liczby, ktére

po 400 poczatkowych iteracjach
przeksztalcenia T w stu kolejnych
odwiedza dolna polowe przedzialu [0, 1)
co najwyzej 60 razy.

vE

zy = aghp

Rys. 5. Gdy agho < 0, to punkt (an, hy)
skacze w chaotyczny sposéb po obu
galeziach hiperboli zy = agho (wnikliwi
Czytelnicy zechca poeksperymentowad
sami).

@

Rozwigzanie zadania F 512.
Zadanie rozwiazujemy podobnie jak
poprzednie, otreymujac
2ece
F= ps p— ?S "
gdzie d jest grubodcia krazka cieczy,
a § = mR? jego polem powierzchni. Ale

v
d= — = L
5 prR?2
i stad
2n’apR?
P 200 aaan W,

m

prawdopodobienstwu warunkowemu, z warunkiem opisanym przez poczatkowe
k rzutéw.

Cokolwiek mozemy powiedzie¢ o seriach niezaleznych rzutéw moneta
symetryczna, mozemy tez powiedzie¢ o liczbach dwuadycznych

i przeksztalceniu T'. A zatem, jesli obserwujemy zjawisko, ktére mozna opisaé
za pomocy iteracji T, to mamy do czynienia z sytuacja czysto losowa i po
pominieciu poczatkowych obserwacji mozemy postugiwaé sie metodami
statystycznymi, na przyktad centralnym twierdzeniem granicznym.

Wracamy do poczatku

Wzoru rekurencyjnego na $rednie: arytmetyczna i harmoniczna mozemy uzy¢ nie
tylko dla liczb dodatnich. Jedli obie liczby p, ¢ sa ujemne, to dzieki jednorodnosci
otrzymujemy ten sam wynik, co dla obu dodatnich. Jesli jednak jedna jest
dodatnia, a druga ujemna, to (pomijajac drobny klopot, kiedy a,, + h,, = 0)
tak juz pozostanie dla wszystkich n, bo niezmienniczy iloczyn a,h, bedzie stale
ujemny. Przeskalujmy zmienne do pg = —1, wtedy tez a,h, = —1 dla kazdego n.
Tym razem dla h,, dostajemy

2anhy, -2 2h,

h ! — =
g T Ve SR Nl g )

i pozostaje zbadaé¢ funkcje z; = f(z) = 2z/(1 — z?). Zauwazmy, ze podstawiajac
T = tga, gdzie a € [—m, ), otrzymamy znajomy szkolny wzér na tangens kata
2a:

i 20 2tga te2
a1 = I = = = o
ity mibea i Badeiie tg’a e

co po przetlumaczeniu na katy, juz bez tangenséw, i zadbaniu, aby &, nalezalo
do [—m,7), daje warunki a; = 2a dla @ € [—7,0) oraz a; = 2a — 27 dla
a € [0, 7). Po liniowym przeskalowaniu dostaniemy dla 3 = (o + 7) /27 réwnosé

B1 = 2Bmod1.

Oznacza to, ze gdy aghg < 0, to elementy ciagu (an, hy,) zachowuja sie tak
losowo, jak przeksztalcenie T', czyli jak niezalezne rzuty moneta symetryczna
(rys. 5).

Rodzina kwadratowa

Nasze rozwazania o dwéch srednich mozna przeniesé¢ do dziedziny zespolonej.
Tam réwniez spotykamy wspdlistnienie koniecznosci i przypadku.
Przeksztalcenie ¢ — 2¢ mod 1 jest to przeskalowane przeksztalcenie zespolone

z — 2% na okregu jednostkowym, gdzie patrzymy tylko na argument. Z drugiej
strony, we wspétrzednych (z,y) mamy (z,y) = 2 — 22 = (22 — 32, 2zy),

a poniewaz jesteSmy na okregu S, gdzie —y* = z? — 1, wiec pierwsza
wspolrzedna punktu z, ktéra nalezy do przedziatu [—1, 1], poddawana jest
przeksztalceniu kwadratowemu z — 2z? — 1. Widzimy zatem, ze f(z) = 2z% — 1
jest innym przedstawieniem tego samego zjawiska, co ¢ — 2¢ mod 1.

Zadanie 5. Sprawd?, Ze zmieniajgc liniowo wspétrzedne w ten sam sposéb

w dziedzinie i przeciwdziedzinie, mozna dostaé nastepujace reprezentacje tego
przeksztatcenia: y — y? — 2 na [-2,2], t — (2t — 1)? na [0,1], czy u — 4u(l — u)
na [0,1]. Wykonaj rysunki (wraz z przekatna).

W ostatnim wzorze dokonaj zamiany wspdtrzednych u = sin®(7¢/2).

Samo przeksztalcenie z — 22 w dziedzinie zespolonej zachowuje sie tak:
wewnatrz okregu jednostkowego wszystko zbiega w szaleficzym tempie do zera,
a na zewnatrz ucieka réwnie szybko do nieskoniczonosci (to w istocie to samo

— wystarczy przeciez zmieni¢ z na 1/z). Natomiast na samym okregu nie mamy
wcale takiego determinizmu; tu panuje losowo$é¢, poddajaca sie jednak prawom
statystycznym.
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