
mala delia

Kólka i sznurki

Kiedy jadacy samochód wejdzie w zakret (szczególnie, gdy kierowca

nie zmniejszy szybkosci), jadacy czuja, ze jakas sila popycha ich na

zewnetrzne (w stosunku do zakretu) drzwi. Fizycy o tym zjawisku mówia

sila odsrodkowa, matematycy nazywaja je krzywizna. Mozna wielkosc

krzywizny mierzyc w rozmaitych jednostkach - matematycy umówili

sie, ze beda uzywac odwrotnosci dlugosci (np. c~,). Wybór ten staje
sie zrozumialy, gdy zauwazymy, iz wielkosc krzywizny przy jezdzie po

okregu (dla tej samej szybkosci jazdy) jest odwrotnie proporcjonalna

do promienia tego okregu, a wielkosc promienia mozemy mierzyc

w centymetrach. Przyjmuje sie przy tym dla prostoty umowe, ze stosunek

tej proporcjonalnosci jest 1.

Jak zorientowac sie, jaka krzywizne ma w swoich róznyc;h punktach dana

nam przez kogos, czy cos, krzywa? Metoda jest bardzo prosta ideowo,

choc nieco trudniejsza przy praktycznych wyliczeniach. Mianowicie dla

punktu krzywej, w którym chcemy zmierzyc jej krzywizne, bierzemy

wszystkie okregi majace w tym punkcie te sama prosta styczna, co

krzywa, i wybieramy ten okrag, który najlepiej (w okolicy tego punktu)

badana krzywa przybliza (rys. 1). Odwrotnosc promienia tego okregu

to wlasnie wielkosc krzywizny. Ale dowiedzielismy sie tez, gdzie ta

krzywizna ma srodek. Mozemy wiec dla prawie kazdej krzywej znalezc

inna krzywa, zlozona z jej srodków krzywizny i zwana ewoluta lub

- po polsku - rozwinieta tej krzywej (rys. 2 i 3). Skad wziela sie taka

nazwa, za chwile. Slowo "prawie" bierze sie stad, ze, gdy krzywa

zawiera odcinek, to tam najlepiej przyblizajacego go okregu nie ma (im

wiekszy, tym lepszy) i tym samym nie ma, dla zadnego z jego punktów

wewnetrznych, srodka krzywizny.

Rys. 1. Odwrotnosc dlugosci promienia

kolorowego okregu to krzywizna grubej

krzywej w punkcie A, a jego srodek to

srodek krzywizny.

Rys. 2. Elipsa (gruba) i jej ewoluta (kolorem). Jesli elipsa ma

.. (X)2 (y)2 l .. l t E •.rowname -;;, + b =, to Jej ewo u a e ma rowname

(ax)~ + (by)~ = (a2 - b2)~.

Rys. 3. Parabola (gruba) i jej ewoluta (kolorem). Jesli parabola

ma równanie x2 = 2py, to jej ewoluta Ep ma równanie

27px2 =8(y_p)3.
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o kólkach juz bylo, teraz o sznurkach. Najlatwiej sile odsrodkowa

demonstrowac poslugujac sie rozkreconym ciezarkiem na sznurku. Gdy

chodzi o ruch po okregu, nalezy trzymac sznurek w jednym punkcie

- obracajacy sie ciezarek bedzie zataczal okrag. Ale przeciez jeden punkt

to ewoluta okregu. Analogicznie mozna postapic w przypadku dowolnej
ewoluty.

Wyobrazmy sobie napieta nic rozwijana ze szpulki w ksztalcie ewoluty

elipsy (rys. 4) czy tez ewoluty paraboli (rys. 5). Otrzymane krzywe

nazywaja sie ewolwentami odpowiednio krzywej Ee i Ep.

Rys. 4. Ewolwenty krzywej Ee. Jest wsród nich tylko jedna

elipsa - ta, dla której otrzymalismy Ee.
Rys. 5. Ewolwenty krzywej Ep. Jest wsród nich tylko jedna

parabola - ta, dla której otrzymalismy Ep.

Rys. 6. Jedna z ewolwent brzegu

kwadratu. Sklada sie z cwiartek

okregów. A inne?

Kazdy, kto zetknal sie z obliczaniem

pochodnych, widzi, ze relacja miedzy

ewoluta i ewolwenta jest zupelnie

analogiczna do relacji miedzy pochodna

i funkcja pierwotna.

Tym razem polska nazwa ewolwenty - rozwijajaca - jest calkiem

zrozumiala: faktycznie jest to linia, która zakreslamy rozwijajac sznurek.

Zauwazmy teraz, ze ewoluta kazdej krzywej, otrzymanej z pewnej

krzywej K przez to rozwijanie, jest krzywa K. Mamy zatem wyjasnienie

polskiej nazwy ewoluty i bardzo interesujace twierdzenie dla krzywych
bez odcinków:

ewoluta ewolwenty danej krzywej to wlasnie ta krzywa.

Sa to wiec operacje wzajemnie odwrotne.

Ewoluta krzywej (jesli istnieje) jest jedna, ewolwent zas jest duzo. To,

która ewolwente danej krzywej otrzymamy, zalezy od poczatkowej
dlugosci sznurka.

Znajdowac ewolute mozemy tylko dla krzywych gladkich, to znaczy

takich, które w kazdym punkcie maja dobrze okreslona styczna

(i, na dodatek, nie zawieraja odcinków), nie moga natomiast miec

np. dziobków. Przy znajdowaniu ewolwent te ograniczenia sa

lagodniejsze. Widac to w obu rozpatrzonych przykladach, a rysunek 6
pokazuje, ze w brzegu moga sie znajdowac i odcinki.

Rys. 7. Huygens odkryl, ze krzywa moze byc taka sama, jak jej ewoluta, czy ewolwenta; przykladem jest cykloida, czyli krzywa jaka
zakresla punkt okregu toczacego sie bez poslizgu po prostej.
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Straznicy w muzeum

Twierdzenie. Do pilnowania dowolnego wielokatnego muzeum

o m scianach wystarczy [~] strazników .

Dla dowodu narysujmy m - 3 przekatnych muzeum, dobranych

tak, by podzielic muzeum na m - 2 trójkatów (rysunek 2). Zawsze

mozna to zrobic, na ogól na wiele sposobów; nie jest wazne, który

z nich wybierzemy. Gdy wierzcholki muzeum oznaczymy kropkami,

powstanie graf. Okazuje sie, ze jest to zawsze graf trójkolorowalny: jego

wierzcholki mozna pomalowac trzema kolorami w taki sposób, zeby

kazde dwa wierzcholki, które sa polaczone odcinkiem, mialy rózne kolory.

Udowodnimy to przez indukcje wzgledem m.

Gdy m = 3, nie ma czego dowodzic: kazdy z wierzcholków malujemy

innym kolorem. Przypuscmy teraz, ze m > 3 i zalózmy, ze dla wszystkich

liczb mi, mniejszych od m, otrzymany graf jest trójkolorowalny. Wezmy

którekolwiek dwa wierzcholki polaczone przekatna; dzieli ona caly

graf na dwa mniejsze graf y tego samego typu. Korzystajac z zalozenia

indukcyjnego, kolorujemy najpierw jeden z nich, a potem drugi, w razie

potrzeby dokonujac przy drugim malowaniu permutacji kolorów, tak

aby uzgodnic kolory obu konców wybranej przekatnej. To konczy dowód

postawionej hipotezy.

Teraz wszystko jest juz niemal oczywiste: poniewaz mamy m

wierzcholków pomalowanych trzema kolorami, wiec istnieje kolor

- powiedzmy kolor czerwony - którym pomalowano nie wiecej niz

Przypuscmy, ze muzeum ma ksztalt wielokata o m bokach (niekoniecznie

wypuklego), a jego dyrektor chcialby miec pewnosc, ze wszystkie punkty

muzeum znajduja sie stale pod obserwacja strazników, którzy stoja

w miejscu, ale moga sie obracac. Ilu strazników powinien zatrudnic?

Zakladamy, ze muzeum nie ma dziur wewnatrz, tzn. jego brzeg tworzy

jedna lamana zamknieta, która nie ma samoprzeciec.

Oczywiscie, gdy wielokat tworzacy muzeum jest wypukly, wystarczy

jeden straznik, postawiony w dowolnym punkcie. Czytelnik bez trudu

wskaze przyklady muzeów, które wypukle nie sa, lecz mimo to do

ich upilnowania wystarcza jeden straznik. Takie wielokaty nazywamy

gwiazdzistymi.

Czasem potrzeba wiecej strazników. Rozpatrzmy muzeum w ksztalcie

grzebienia, które ma m = 3k scian (rysunek 1). Kazde z ostrzy zebów

grzebienia - na rysunku zaznaczonych kolorowymi kropkami - mozna

obserwowac tylko z punktów zacieniowanego trójkata, który dane ostrze

zawiera. Tego muzeum musi wiec pilnowac przynajmniej k strazników

i oczywiscie tylu wystarczy: trzeba ich ustawic np. na odcinkach

oznaczonych kolorowymi kreskami.

Odcinajac z muzeum w ksztalcie grzebienia jeden lub dwa narozniki,

przekonamy sie, ze dla kazdej liczby m (nie tylko dla rozpatrzonych przed

chwila m podzielnych przez 3) istnieje muzeum o m bokach, którego musi

pilnowac przynajmniej [~] strazników.

Okazuje sie, ze gorszego przypadku wymyslic nie sposób, zachodzi

bowiem nastepujace twierdzenie, które udowodnil cwierc wieku temu

Vaclav Chvatal:

k
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Rys. 2

Rys. l
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Rys.3

__ Zadania

Ciecz doskonale zwilza naczynie, jesli

tworzy menisk wklesly, stykajacy sie ze

scianka naczynia pod katem równym O.
Podobnie ciecz doskonale nie zwilza

naczynia, jesli tworzy menisk wypukly,

stykajacy sie ze scianka pod tym samym

katem (a wiec w obu przypadkach

scianka naczynia jest styczna do menisku

w punkcie zetkniecia sie z nim).

[W'] wierzcholków. Strazników nalezy ustawic wlasnie w tych

wierzcholkach; kazdy z trójkatów, na które przekatne dziela muzeum,

ma wierzcholek czerwony, a zatem kazdego trójkata z pewnoscia pilnuje

przynajmniej jeden straznik. Skoro tak, to i cale muzeum znajduje sie

pod obserwacja.

Istnieja rózne wersje i odmiany zadania o straznikach w muzeum.

Wspomnijmy o jednej z nich, która do dzis czeka na to, az jakis

wystarczajaco zdolny i zapalony czlowiek ja rozwiaze. Nadal

rozpatrujemy muzeum o m scianach, takie, jak poprzednio, jednak tym

razem zakladamy, ze kazdy ze strazników moze spacerowac wzdluz

jednej ze scian i widzi wszystko, co mozna zobaczyc z dowolnego punktu

lezacego gdziekolwiek na tej scianie. Ilu spacerujacych strazników musi

pilnowac muzeum?

Latwo podac, w slad za Gottfriedem Toussaintem, przyklad muzeum

o m = 48 scianach, do którego upilnowania potrzeba przynajmniej

8 spacerujacych strazników. Rysunek 3 przedstawia ten przyklad dla

8 = 3; Czytelnik bez trudu wskaze, wzdluz których scian powinni

spacerowac straznicy. Nie wiadomo natomiast, czy w muzeum

o m scianach ['~] spacerujacych strazników zawsze wystarczy; istnieje

hipoteza, która glosi, ze tak, byc moze z wyjatkiem pewnych niezbyt

duzych wartosci m. Moze wiec ci z Czytelników, którym marza sie

matematyczne ostrogi, spróbuja swych sil?

Mala Delte przygotowali Marek KORDOS i Pawel STRZELECKI

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 898. Niech a i b beda dwiema wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi,

n zas liczba calkowita. Niech (xo, yo) bedzie punktem kratowym lezacym na

prostej o równaniu ax + by = n. Wykazac, ze punktami kratowymi na tej prostej,

lezacymi najblizej punktu (xo, yo), sa (xo - b, yo + a) i (xo + b, yo - a).

Rozwiazanie na str. 16

M 899. Niech a i b beda dwiema wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi.

Niech M bedzie zbiorem wszystkich liczb calkowitych, których nie da sie

przedstawic w postaci ax + by, gdzie x i y sa nieujemnymi liczbami calkowitymi.
Znalezc max M.

Rozwiazanie na str. 15

M 900. Wykazac, ze przy zalozeniach zadania 899 dla dowolnej liczby

calkowitej n dokladnie jedna z liczb n i (max M - n) nalezy do M.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 511. Kropla wody o masie m = 0,1 g zostala umieszczona miedzy dwiema

plaskimi i równoleglymi plytkami szklanymi, doskonale zwilzalnymi woda.

Jaka jest wielkosc sily przyciagania miedzy plytkami, jezeli znajduja sie one

w odleglosci d = 10-4 cm? Napiecie powierzchniowe wody a = 7,3· 10-2 ~.

Rozwiazanie na str. 15

F 512. Gram rteci zostal umieszczony miedzy dwiema plaskimi plytkami

szklanymi. Jaka sile nalezy przylozyc do górnej plytki, aby rtec miala postac

krazka jednakowej grubosci o promieniu R = 5 cm? Zakladamy, ze rtec

doskonale nie zwilza szkla. Napiecie powierzchniowe rteci a = 0,5 ~
Rozwiazanie na str. 14
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