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Na lamy Delty wraca od czasu do czasu temat nierównosci miedzy

srednia arytmetyczna, An = (al + ... + an)/n, a geometryczna,

Gn = (al' .... an)l/n, gdzie ai (i E {l, 2, ... , n}) sa dowolnymi

nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, a n jest liczba naturalna.

Znane twierdzenie glosi, ze po pierwsze

Podstawy
matematyki

w wieku XX
2. Zbiory
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(1) Czesc pierwsza tego artykulu

ukazala sie w Delcie 9/1999.

Z zalozenia indukcyjnego mamy wiec

a po drugie, równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie

liczby ai sa równe.

Pomysl sprzed lat (kiedys nie spodobal mi sie dowód podany na

wykladzie, wiec znalazlem wlasny) wciaz wydaje mi sie prostszy

od innych. Teraz dziele sie nim z Czytelnikami Delty. W dowodzie

uzywa sie, co prawda, nierównosci Bernoulliego

Kwestia rozumienia pojecia zbioru

zajmowala (i zajmuje nadal) matematyków

badajacych podstawy przez caly wiek XX.

Naiwne podejscie do tego pojecia,

zaproponowane przez Fregego i Russella

(kazda klasa, która wymysle, jest zbiorem),
doprowadzilo do sprzecznosci, bowiem

nieco pózniej Russell zauwazyl, co

nastepuje: rozpatrzmy klase zbiorów R,

która we wspólczesnej notacji definiujemy:

{x: x <t x}. Zapytajmy, czy R jest zbiorem.

Jesli tak jest, to, zgodnie z formula

definiujaca R, mamy natychmiast
równowaznosc:

RER{::}R<tR.

Zatem R nie moze byc zbiorem. Stalo

sie jasne, ze pojecie zbioru musi

zostac sprecyzowane tak, aby nie

doprowadzalo do sprzecznosci. Nie

oznacza to, ze spolecznosc matematyczna

(w szczególnosci Cantor) kiedykolwiek

przyjmowala za prawdziwy schemat

W roku 1900 odbyl sie w Paryzu

Miedzynarodowy Kongres Matematyczny,

na którym HUbert wyglosil referat

pt. "Problemy Matematyczne".

Nadzwyczaj jasno HUbert opisuje tam

role matematyki i proces twórczosci

matematyka. Po owym interesujacym

wstepie autor przedstawia 23 otwarte

problemy. Trzy z nich (nr 1, 2 i 10)

dotycza podstaw matematyki.

Problem nr 1 nalezal do teorii mnogosci

i pochodzil od Cantora. Byla to

tak zwana hipoteza continuum (czy

istnieja nieskonczone zbiory liczb

rzeczywistych, które nie sa równoliczne

ani ze zbiorem liczb naturalnych, ani

z calym zbiorem liczb rzeczywistych).

Problem nr 2 nalezal do logiki (czy uklad

aksjomatów arytmetyki lub analizy jest

niesprzeczny), a problem nr 10 dotyczyl

teorii obliczalnosci (czy istnieje algorytm

rozstrzygajacy istnienie calkowitych

rozwiazan równan algebraicznych

o wspólczynnikach calkowitych). Tak wiec

trzy wspomniane wyzej glówne tematy

podstaw pojawily sie juz w wykladzie
HUberta.
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gdzie przyjelismy oznaczenie a = akH/[(k + l)Ak] - l/(k + 1).

Liczba a spelnia zalozenia nierównosci Bernoulliego, a 2: -1, bo

pierwszy skladnik jest nieujemny, a drugi równy co najmniej -1/2.

Na mocy nierównosci Bernoulliego prawa strona (3) spelnia warunek

(3)

(równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n = Olub n = 1 lub

a = O), ale te nierównosc zna chyba kazdy, kto uczyl sie zasady

indukcji matematycznej - np. w podreczniku Anusiaka dla drugiej

klasy liceum jej udowodnienie jest trescia jednego z zadan.

Przypadek, gdy któres ai jest równe zeru, jest banalny (Czytelnik

sam domysli sie, dlaczego), wiec nierównosc (1) udowodnimy przy

zalozeniu, ze wszystkie ai sa dodatnie. Wtedy, oczywiscie, obie

rozwazane srednie tez sa dodatnie.

A oto dowód (1) przez indukcje.

1. Dla n = 1 jest Al = al = Gl.

2. Zalózmy, ze dla pewnej liczby k 2: 1 zachodzi nierównosc Ak 2: Gk.

Mamy wtedy

(5) (AkH)kH 2: (Gk)kak+1 = al' .... ak' ak+1 = (Gk+dkH.

Poniewaz AkH i GkH sa dodatnie, z nierównosci (5) wynika

ostatecznie, ze AkH 2: Gk+1. Zasada indukcji daje teze twierdzenia

dla wszystkich liczb naturalnych n.

Nietrudno rozszerzyc ten dowód tak, by za jednym zamachem

wykazac prawdziwosc drugiej czesci twierdzenia. Do zalozenia

indukcyjnego dolaczamy jeszcze warunek: Ak = G k {:} al = ... = ak.

Nierównosc Bernoulliego dla wykladników wiekszych od 1 (takich,

jak rozwazane przez nas k + 1) przechodzi w równosc wtedy i tylko

wtedy, gdy a = O, czyli gdy ak+1 = Ak. Razem oznacza to, ze

al = ... = ak = ak+1· Indukcja daje teze·
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