Jeszcze raz
o nieréwnych Srednich

Piotr GOLDSTEIN

Na lamy Delty wraca od czasu do czasu temat nieréwnosSci miedzy
§rednia arytmetyczna, A, = (ay + ...+ a,)/n, a geometryczna,
Gr = (a1 -...—an)”“, gdzie a; (i € {1,2,...,n}) sa dowolnymi
nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, a n jest liczba naturalna.
Znane twierdzenie glosi, ze po pierwsze

(1) An 2 Gn ?

a po drugie, réownosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
liczby a; sa réwne.

Pomyst sprzed lat (kiedy$ nie spodobat mi sie dowéd podany na
wykladzie, wiec znalazlem wlasny) wciaz wydaje mi sie prostszy
od innych. Teraz dziele sie nim z Czytelnikami Delty. W dowodzie
uzywa sie, co prawda, nieréwnosci Bernoulliego

(2) A+a)"21+na dla wszystkich a > -1in=0,1,2,...

(réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy n =0 lub n =1 lub
a = 0), ale te nieréwnoé¢ zna chyba kazdy, kto uczy! sie zasady
indukeji matematycznej — np. w podreczniku Anusiaka dla drugiej
klasy liceum jej udowodnienie jest trescia jednego z zadan.

Przypadek, gdy ktéres a; jest réwne zeru, jest banalny (Czytelnik
sam domysli sie, dlaczego), wiec nieréwnosé¢ (1) udowodnimy przy
zalozeniu, ze wszystkie a; sa dodatnie. Wtedy, oczywiscie, obie
rozwazane $rednie tez sa dodatnie.

A oto dowéd (1) przez indukcje.

1.Dlan =1 jest Ay = a; = G;.

2. Zalézmy, ze dla pewnej liczby k > 1 zachodzi nieréwnos¢ Ay > Gy.
Mamy wtedy
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gdzie przyjeliémy oznaczenie a = ag+1/[(k + 1)Ax] — 1/(k + 1).
Liczba a spelnia zalozenia nieréwnosci Bernoulliego, a > —1, bo
pierwszy skladnik jest nieujemny, a drugi réwny co najmniej —1/2.
Na mocy nieréwnosci Bernoulliego prawa strona (3) speinia warunek

4) (A" + ) > () A+ (k+1)a) = (Ak) ar4 -

7 zalozenia indukcyjnego mamy wiec

(5)  (Aks1)*™ > (Gi)fars1 =a1-...- ak - apsr = (Grgr)**.

Poniewaz Ai1q 1 Ggyq sa dodatnie, z nieréwnosci (5) wynika
ostatecznie, ze A1 > Gpy1. Zasada indukcji daje teze twierdzenia
dla wszystkich liczb naturalnych n.

Nietrudno rozszerzy¢ ten dowéd tak, by za jednym zamachem
wykazaé prawdziwos¢ drugiej czesci twierdzenia. Do zalozenia
indukcyjnego dolaczamy jeszcze warunek: A, = G < a1 = ... = a;.
Nieréwnosé Bernoulliego dla wykladnikéw wiekszych od 1 (takich,
jak rozwazane przez nas k + 1) przechodzi w réwnos¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy a = 0, czyli gdy ar4+1 = Ar. Razem oznacza to, ze

a; = ... = ap = ap+1- Indukcja daje teze.
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