
Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 1999

44

Klub 44

,•-
Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech) trzech, dwóch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O
do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:
WT = 4 - 38/ N, gdzie 8 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
375 (WT=1,49) i 376 (WT=1,64)

z numeru 2/1999
Witold Bednarz - Tychy 47,00
Bogumila. Piotrowska - Zielona Góra. 39,07
Zbigniew Galias - Kra.kÓw 35,12

Zadania z matematyki nr 387, 388
Redaguje Marcin E. KUCZMA

387. Ciag liczb dodatnich aO,al,a2, ... spelnia zaleznosc 2n+l(an_1 - an) = a~.

Wykazac zbieznosc i obliczyc granice tego ciagu (w zaleznosci od wyrazu
poczatkowego ao).

388. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozwiazac równanie

Pan Bednorz zalicza druga runde. w liczbach calkowitych Xl, X2, ... , Xn.

Zadanie 388 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazania zadalI z matematyki z numeru 6/1999
Przypominamy tresc zadan:

383. Dany jest równoleglobok ABCD z katem ostrym przy wierzcholku A. Okrag o srednicy AC

przecina proste CB i CD odpowiednio w punktach E i F (róznych od C). Prosta styczna do okregu
w punkcie A przecina prosta BD w punkcie P. Dowiesc, ze punkty E, F i P sa wspólliniowe.

384. Udowodnic, ze jezeli p jest liczba pierwsza, a n jest liczba naturalna niepodzielna przez p, to
liczba pn' - 1 dzieli sie przez n.

(3)

(2)

(1)
ILBAPI = ILGAPI = ILGCAI = ILCAFI,

ILDAPI = ILHAPI = ILHFAI = 1800 -ILHCAI = 1800 -ILCAEI.

Ze wzoru sinusów (dla trójkatów BAP i DAP) mamy:

IBPI sinlLBAPI IADI sinlLAPDI
IABI = sin ILAPBI' IDPI = sin ILDAPI

Mnozac stronami równosci (2) i uwzgledniajac zwiazki (1) dostajemy zaleznosc

IBPI IADI sin ILBAPI sin ILCAFI ICFI

IABI' IDPI = sin ILDAPI = sin ILCAEI = ICEI .

Z podobienstwa trójkatów prostokatnych ABE i ADF wynika proporcja

383. Z uwagi :ta symetrie ról punktów B i D mozna przyjac, ze punkt B lezy miedzy
D i P. Rozwazany okrag przecina proste AB i AD odpowiednio w punktach G i H

(róznych od A). Prosta AP jest styczna do okregu, wiec zachodza równosci katów:

c

(4) IABI _ IBEI

IADI - IDFI'

Mnozymy stronami zwiazki (3) i (4), i po redukcji otrzymujemy równosc

IDPI . IBEI ·ICFI = IBPI· ICEI . IDFI,

Rozwiazanie zadania M 895.
Niech A bedzie suma katów wszystkich
scian wieloscianu. Jesli sciana ma
k krawedzi, to suma jej katów wynosi
(k - 2)". Podczas sumowania wzgledem
wszystkich scian kazda krawedz jest
liczona dwa razy. Stad

A = (2K - 28)" = (2W - 4)" =

= 2(W - 2)",
co nalezalo wykazac.

która na podstawie twierdzenia Menelausa (dla trójkata BC D) oznacza, ze punkty
P, E, F sa wspólliniowe.

384. Dla n = l teza jest oczywista. Dalej przyjmujemy, ze n > L

Dla kazdego wykladnika calkowitego i .?': 1 liczby pi oraz n sa wzglednie pierwsze.
Reszty z dzielenia liczb p, p2, ... , pn przez n naleza do zbioru {l, ... , n-l}; istnieja
zatem liczby calkowite i, j spelniajace warunki: l :::;i < j :::;n oraz pi == pl (mo d n).

To znaczy, ze n jest dzielnikiem liczby pl - pi = pi(pT - l), gdzie r = j - i; jest wiec
dzielnikiem liczby pT - 1. Inaczej mówiac, pT == l (mod n). Skoro r < n, liczba n! dzieli
sie przez r. Podnosimy otrzymana przed chwila kongruencje stronami do potegi (n!)/r

i dostajemy teze zadania: pni == l (mod n).
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Zadania z fizyki nr 284, 285
Redaguje Jerzy B. BROJAN
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Termin nadsylania rozwiazan: 31 XII 1999

284. Waska rurke o dlugosci H dolaczono do
otworu w dnie szerokiego naczynia, do którego
nalano wody na glebokosc h (rys. 1). Z jaka
predkoscia bedzie wyplywac z rurki woda?

H

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 274 (WT=2,1l) i 275 (WT=2,50)

z numeru 3/1999

Rys. l

Zbigniew Galias
Andrzej Idzik

Andrzej Nowogrodzki
Aleksa.nder Surma.

Artur Arciszewski
Ja.rosla.w La.zuka.

Toma.sz Rudny

- Kra.kÓw
- Boleslawiec
- Chocia.nów

- Myszków
- Kielce
- Wa.rszawa.
- Warsza.wa

38,08
34,15
30,41
22,78
15,62
13,90
10,15

285. Do zródla napiecia o okresowym
przebiegu U(t) przylaczono szeregowo opornik
o opornosci 100 O, zwojnice o zmiennej
indukcyjnosci L i amperomierz mierzacy skuteczna
wartosc natezenia pradu ISk. Dana jest tabela przedstawiajaca zaleznosc Isk od L:

L [H] 0,03 0,05 0,1 0,2 0,3 0,5 l
Isk [mA] 222 220 213 203 198 195 194

Podac wzór opisujacy funkcje U(t) i wartosci parametrów wystepujacych w tym
wzorze. Uwaga: odpowiedz moze byc niejednoznaczna, za prawidlowe bedzie uwazane
kazde rozwiazanie dajace dobra zgodnosc z tabela.

Rys. 2

Rys. 3

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/1999
Przypominamy tresc zadan:

280. Pocisk artyleryjski przelatuje nad linia frontu i w tym momencie (zapewne wskutek awarii
zapalnika) nastepuje wybuch. Jaka czesc odlamków spadnie po stronie A, z której nadlecial pocisk?
Dana jest predkosc pocisku VI (skierowana poziomo i prostopadle do linii frontu) oraz predkosc
odlamków V2 wzgledem ukladu zwiazanego z pociskiem. Zakladamy, ze w tym ukladzie wartosc
predkosci odlamków jest jednakowa, a wszystkie kierunki sa równo prawdopodobne.

281. Osiemnascie jednakowych oporników (np. po 1 l1) polaczono w obwód przedstawiony na
rysunku 2. Obliczyc opór zastepczy miedzy dwoma wierzcholkami trójkata (nie 'korzystajac ze
specj alistycznych programów komputerowych).

280. Predkosc odlamka w ukladzie Ziemi jest suma predkosci pocisku i predkosci
odlamka wzgledem pocisku, a upadek odlamka na dana strone zalezy od znaku
poziomej skladowej tej sumy. Tak wiec odlamek spadnie na strone A pod warunkiem,
ze V2 > VI oraz kierunek wektora V2 tworzy z kierunkiem przeciwnym do VI kat
mniejszy od O' = arccos(vJ/V2). Prawdopodobienstwo tego, ze dowolnie wybrany
kierunek przestrzenny tworzy z dana osia kat mniejszy od 0', jest równy stosunkowi
kata brylowego zawartego wewnatrz stozka o kacie rozwarcia 20' do pelnego kata
brylowego 47r (inaczej - równy stosunkowi powierzchni wycietej z kuli przez stozek
do powierzchni calej kuli). Obliczajac te powierzchnie (lub sprawdzajac w poradniku
matematycznym), wyznaczamy

p = (1 - cos 0')/2 = (1 - vJ/v2)/2.

Uca,lk = 2h + (10/9)(h - h) = (10/7)1.

(10/9)(h - h) = 2h + (2/3)(1 - II + h).

Rozwiazujac je, znajdujemy II = (10/21)1 i 12 = (1/21)1.

Napiecie miedzy wyjsciami obwodu (obliczone dla górnej
galezi) wynosi

I-h

281. Najbardziej oczywistym z mozliwych uproszczen jest zastapienie trzech górnych
oporników przez jeden o oporze 2/3 (jednostki pomijamy). W nastepnym kroku
narysujmy obwód w postaci równowaznej (rys. 4) i zauwazmy, ze z jego symetrii
wynika równosc pradów oznaczonych jednakowymi strzalkami. Zatem przeciecie
dwóch polaczell pionowych w centrum nie wprowadzi zadnych istotnych zmian
i kolejno wykorzystujac standardowe wzory na opór zastepczy, dochodzimy do
schematu na rysunku 5. Dalej - niestety - "zaczynaja sie schody", gdyz pozostaje juz
tylko systematyczne zastosowanie I prawa Kirchhoffa do kazdego wezla, a IIprawa
Kirchhoffa do kazdego oczka obwodu. Dzieki symetrii lewej i prawej strony oraz
I prawu Kirchhoffa mozemy liczbe niewiadomych natezen pradu ograniczyc do dwóch
(nie liczac calkowitego pradu 1) - np. zaznaczonych na rysunku 5 jako II i h. Teraz

IIprawo Kirchhoffa daje nam równania

I-h+h

2/3

I-II

I

Rys. 4

Rys. 5 Opór zastepczy jest wiec równy (10/7) O.
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