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Jednym z podstawowych, a jednoczesnie "tajemniczych" wyników

mechaniki kwantowej jest zasada nieoznaczonosci. Wedlug niej

niemozliwe jest jednoczesne okreslenie polozenia i predkosci danego

obiektu z dowolna dokladnoscia. Scislej, iloczyn niepewnosci

wyznaczenia polozenia ~x i pedu ~P nie moze byc mniejszy niz

polowa stalej Plancka n = h/27r = 1,0546· 10-34 Js, czyli

~x· ~P ~ n/2.

W mechanice kwantowej polozenie czastki mozna opisac za

pomoca tzw. paczki falowej. Paczka falowa to fala, której

amplituda jest istotnie rózna od zera dla skonczonej liczby

okresów n, a wiec w ograniczonym obszarze [ = nA. Oznacza to,

ze prawdopodobienstwo znalezienia czastki koncentruje sie w tym

wlasnie obszarze. Dlugosc A fali wyznaczona jest przez ped P czastki

(2) A = 27rn.
P

W naszej analogii kazdy wagon pociagu odpowiada jednemu

Autorzy dziekuja za wnikliwe uwagi

p. Miroslawowi Truszczynskiemu.

Podstawy sa dziedzina matematyki

zajmujaca sie poprawnoscia rozumowan

matematycznych, podstawowymi

strukturami matematyki (takimi, które

pozwalaja zdefiniowac wszelkie inne

struktury) oraz efektywnoscia obliczen
matematycznych. Te trzy obszary

skrystalizowaly sie w XX wieku w postaci

trzech duzych rozdzialów matematyki:

logiki matematycznej, teorii mnogosci

i teorii obliczalnosci. Postaramy sie opisac

rozwój kazdego z tych trzech rozdzialów

podstaw. Oczywiscie, opis nasz bedzie,

z koniecznosci, raczej pobiez~ym szkicem.

W wieku dwudziestym podstawami

matematyki zajmowali sie bardzo znani

matematycy i filozofowie, np. Cantor,

Frege, Hilbert, Russell, Godel, Tarski,

Kleene, Martin, Skolem, Solovay, Shelah

i Turing. Oczywiscie, spotkamy ponizej

wiele innych nazwisk - lista ta jest bardzo

niekompletna. W Polsce, oprócz Tars~iego,

badali podstawy: Chwistek, Ehrenfeucht,

Grzegorczyk, Jaskowski, Lesniewski,

Lindenbaum, Los, Mostowski, Rasiowa,

Sikorski, autorzy tego artykulu i wielu

innych. Podreczniki logiki i podstaw

(czesto ksiazki bardzo obszerne) zawieraja
glównie wyniki badan matematyków

dwudziestowiecznych. Obiektywne

streszczenie dwudziestowiecznego

rozwoju podstaw nie jest zatem zadaniem

prostym, szczególnie ze musimy to
wszystko zmiescic na kilkunastu stronach

maszynopisu. Ograniczymy sie zatem do

omówienia najistotniejszych rezultatów,

m.in. twierdzen Godla o zupelnosci

logiki pierwszego rzedu i o niezupelnosci

bogatszych teorii matematycznych,
niektórych twierdzen o niezaleznosci,

informacji o roli aksjomatów istnienia

bardzo duzych liczb kardynalnych itd.

Popatrzmy najpierw na stosunek podstaw

matematyki do reszty matematyki. Nasuwa

sie nam nastepujaca analogia. Dobry
mechanik, samochodowy nie musi znac

termodynamiki (na której opiera sie

funkcjonowanie samochodów). Podobnie

dobry matematyk, który nie ma pretensji
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Ze wzoru w sposób oczywisty wynika, ze im wiekszy interwal

czasu, czy tez im dluzsza droge wybieramy, tym dokladniejszy

bedzie pomiar predkosci. Pamietac jednak nalezy, ze zawsze

bedzie to predkosc srednia na odcinku [ = nA. Innymi slowy,

polozenie pociagu x w chwili pomiaru znane jest z dokladnoscia

~x = [/2 = nA/2. Mamy wiec sytuacje typowa dla zasady

nieoznaczonosci: mozemy niezbyt precyzyjnie zmierzyc predkosc

na krótkim odcinku, ale w dosc dobrze okreslonym miejscu, lub

uzyskac duza dokladnosc pomiaru predkosci sredniej, rezygnujac

z precyzyjnego okreslenia miejsca. Ujmujac rzecz matematycznie,
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Wynik ten jest o tyle szokujacy, ze w mechanice klasycznej bez

dokladnej znajomosci polozenia i pedu nie mozemy nic powiedziec

o ewolucji ukladu. Dlatego czesto w popularnych przedstawieniach

mechaniki kwantowej zasada nieoznaczonosci ukazywana jest jako cos

niezwyklego. W niniejszym artykule spróbujemy rozjasnic nieco te

tajemniczosc, odwolujac sie do prostej analogii.

Wyobrazmy sobie, ze stoimy na peronie i chcemy zmierzyc predkosc

przejezdzajacego pociagu. Do dyspozycji mamy zegarek i wiemy,

ze kazdy wagon ma dlugosc A = 20 m. Pomiaru predkosci mozemy

dokonac, odmierzajac zegarkiem okreslony odcinek czasu t i liczac

wagony, które w tym czasie nas minely. Jesli minelo nas n wagonów,

to pokonana przez pociag droga wynosi [ = nA z dokladnoscia do

~l = A/2. W wyniku pomiaru otrzymamy predkosc

[ nA
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lub w jezyku pedu
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do glebszego wyksztalcenia poza swoja

specjalnoscia, nie musi znac podstaw

matematyki. Co wiecej, popularyzacja

termodynamiki wsród mechaników

samochodowych nie jest zadaniem

latwym - i na podobne trudnosci

napotyka popularyzacja podstaw

matematyki wsród matematyków.

Niektórych matematyków irytuje

sam fakt, ze ktos o zainteresowaniach

filozoficznych usiluje opisac, chocby

w czesci, funkcjonowanie ich umyslów

i wyjasniac w abstrakcyjny sposób,

czym jest matematyka. Podkreslaja oni,

ze matematyka, jaka znamy, uprawiana jest

od tysiacleci i osiagnela wielkie sukcesy

na polu opisywania rzeczywistosci bez

tego, by ktos wyjasnial jej nature. Ale

podstawy daja matematyczna teorie

tego, czym jest matematyka, tak jak

fizyka daje matematyczna teorie róznych

innych zjawisk i procesów fizycznych.

Jest naturalne, ze - jak kazdy opis

rzeczywistosc;i fizycznej - podstawy
sa niekompletne i stale sa rozwijane

i ulepszane .

Poniewaz podstawy traktuja matematyke

jako zjawisko fizyczne (proces konstrukcji

pewnych tekstów), nalezy dodac,

iz istnieja filozofowie i matematycy,

którzy mysla, ze ten punkt widzenia jest

nierozsadny, ze cos zaciemnia. Wierza

oni, iz matematyka jest nauka, -która

bada swiat idei platonskich (które sa

transcendentalne, czyli istnieja poza

swiatem fizycznym, niezaleznie od

ludzkosci) .

Godel, o którym bedziemy pisac wiele w tym

artykule, reprezentowal te opinie·

A zatem, ze matematyka nie jest

zjawiskiem czysto fizycznym, bo ma na nia

bezposredni wplyw swiat pozafizycznych
idei.

Jednakze matematyczne podstawy

matematyki obywaja sie bez takich

zalozen i prowadza do czysto fizykalnego

i nader kompletnego opisu zjawiska,

jakim jest matematyka. Dlatego liczni

filozofowie i matematycy (w tym autorzy

tego artykulu) odrzucaja platonizm, jako

zalozeuie sprzeczne z "brzytwa Ockhama"

(tj. tym, ze naj prostsze teorie zgodne

z faktami, czyli "nie mnozace bytów ponad

potrzebe", sa najbardziej przekonywajace).

Jak wspomnielismy wyzej, latwo wykazac

niekompletnosc wspólczesnych podstaw.

Na przyklad nie tlumacza one, czym

jest dobra matematyka. Wierzymy,

ze matematyka ma strukture postaci:

aksjomat y-definicj e-twierdzenia-dowody,
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okresowi takiej fali. Mozemy wiec podstawic (2) do (1) i otrzymamy

.6.x . .6.p ~ n.

Pominelismy tu czynnik 27r/4, gdyz niezbyt precyzyjna definicja .6.x

i .6.p pozwala nam jedynie na dosc grube oszacowanie.

Do podobnego rezultatu mozemy dojsc takze w inny sposób, nie

poslugujac sie bezposrednio formalizmem falowym. Zauwazmy,

ze uzyskana "zasada nieoznaczonosci" (1) jest konsekwencja

"skwantowania" drogi, która mierzylismy w dyskretnych

jednostkach ).. Podobna role odgrywa w mechanice kwantowej

wielkosc fizyczna 5 zwana dzialaniem. Zazwyczaj dzialanie

definiujemy jako calke wzgledem czasu z róznicy miedzy energia

kinetyczna i potencjalna. Dla ruchu jednostajnego prostoliniowego

dzialanie mozna wyrazic iloczynem pedu p i drogi l,

5 = pl.
2

Wedlug mechaniki kwantowej dzialanie mozna okreslic z

dokladnoscia rzedu stalej Plancka n,

.6.52: n.

Postac kwantowomechanicznej zasady nieoznaczonosci mozemy

zatem odgadnac przez analogie, zastepujac we wzorze (1) kwant

drogi), kwantem dzialania n. Przybierze on wówczas postac

.6.x . .6.p 2: n.

Przedstawiona analogia, choc nie jest formalnym wyprowadzeniem,

dobrze ilustruje jedna z podstawowych idei mechaniki kwantowej:

niemoznosc jednoczesnego okreslenia polozenia i pedu z dowolna

dokladnoscia jest wynikiem istnienia kwantu dzialania n.

Ulamki lancuchowe okresowe

Marcin MAZUR

Ulamki lancuchowe pojawialy sie niejednokrotnie (ostatnio:

w kwietniu 1999) na lamach Delty. Nastepujace ciekawe twierdzenie

o nich udowodnil w roku 1770 francuski matematyk Lagrange.

Twierdzenie 1. Liczba niewymierna x ma okresowe rozwiniecie

na ulamek lancuchowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwiastkiem

równania kwadratowego o wspólczynnikach calkowitych.

Zetknalem sie z tym twierdzeniem jako uczen szkoly sredniej.

Niestety, zadne dostepne mi wówczas zródla nie podawaly dowodu.

N abralem przez to przekonania, ze dowód ów musi byc niezmiernie

skomplikowany i nie wierzylem, ze móglbym twierdzenie Lagrange'a

udowodnic sam, a - jak wiadomo - "bez wiary nie da sie niczego

udowodnic" .

Okazuje sie jednak, ze dowód wymaga wylacznie pewnej

spostrzegawczosci i wladania indukcja matematyczna; jest w zasiegu

zdolnego ucznia szkoly sredniej, o czym postaram sie przekonac

Czytelnika ponizej.


