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Rozwinzanie zadania M 892,
Rozwazmy prostokat P o wierzcholkach
w punktach A(0,0), B(p, 0), Clp,q)

i1 D(0,q). Liczba punktéw kratowych
(o wspdlrzednych catkowitych)
wewngtrz P jest réwna (p — 1)(g — 1).
Poniewaz liczby p i ¢ sa wzglednie
pierwsze, wiec jedynymi punktami
kratowymi na przekatnej AC sa je)
kotice. Zatem trdjkat ABC zawiera
P l}fl'— 1)

w swoim wnetrzu
punktéw kratowych. Z dtl:g.,ltJ strony,
liczba punktow kratowych o pierwsze)
wspdlragdnej réwnej k (0 < k < p),
nalezacych do wnetrza AABC, jest
kg
réwna [—;] . Sumujac wzgledem k,
I‘

otrzymujemy zadang réwnosé.

Sumowanie odwrotnosci
Pawet STRZELECKI

Suma odwrotno$ci wszystkich liczb naturalnych jest nieskonczona. Sposrdd
niezliczonych dowodéw tego faktu przypomnijmy dla porzadku jeden:
gdyby ciag S, =1+ % +...+ % mial skonezona granice S, to istnialaby
liczba n E No tej wlasnoéci, ze |S — Sa| < 3. W szczegdlnosci, nieréwnosé

m + n—+2 T n+k < % zachodzitaby wtedy dla wszystkich & € I¥.
Tymeczasem,
: + . s : >n =
n+l n+2 T 2n on = 2’

a zatem ciag S, nie ma skonczonej granicy.

To, czy dodajac odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych nalezacych do
pewnego podzbioru A C N, otrzymamy skonczony wynik, zalezy od tego,

czy zbidr A jest odpowiednio ,maly”. Jesli, na przyktad, zbiér A sktada si¢
tylko z poteg pewnej liczby wiekszej od 1 — powiedzmy 2, 3 czy 5 — to wledy
suma wszystkich odwrotnosci liczb ze zbioru A jest skoriczona. (Jesli ktos nie
wie, dlaczego tak jest, niech przeczyta Malg Delle o dzieleniu pomarariczy. )
Popatrzmy teraz na inne sytuacje.

[so]
Przyklad 1. Gdy wiadomo juz, ze ) % = 400, nietrudno wykazac, ze

n=1
1
(1) o &Aoo
neA

dla kazdego A C N, ktéry spelnia nastepujacy warunek: dla pewnej liczby 6 > 0
cze$¢ wspdlna zbioru A i zbioru {1,2,...,n} ma, dla wszystkich dostatecznie
duzych n, przynajmniej [6n] elementow.

Intuicyjnie biorac, wlasnosé (1) jest wtedy oczywista: zbiér A jest stosunkowo
duzy, zawiera ,ustalony procent” liczb naturalnych, wiec 1 suma odwrotnosci
wszystkich liezb z tego zbioru jest ,ustalonym procentem” (nieskonczonej)
o0
sumy wszystkich odwrotno$ci 3 i Czytelnicy bez trudu zdotaja zamienié to
n=1
intuicyjne rozumowanie w $cisty dowdd.
Jesli wezmiemy mniejszy zbior A, utworzony z rzadziej rozrzuconych liczb
naturalnych, wtedy z suma odwrotnosci moze by¢ rozmaicie. Oto kolejne
przyktady.

Przyklad 2. Suma odwrotnosci wszystkich pelnych kwadratéw jest skonczona,
gdyz z oczywistej nieréwnodci X5 < 2- n(an) oraz réwnosci ﬁ =1_ ni]
wynika, ze dla dowolne_] liczby k& € N mamy

k

1 . 1 1 1
_< e -
Shoy oty -y (B-)
T 1 1
_2(1—§+—2'—'§+ -{-E—m)(?.

Dodajac odwrotnosci pelnych kwadratéw, z pewnoscia nie otrzymamy wiec
wyniku wiekszego od 2.

Przyklad 3. Gdy jako A wezmiemy zbiér wszystkich liczb pierwszych, to

wtedy suma % bedzie nieskoniczona — co oznacza, ze liczb pierwszych jest
pEA
(w pewnym sensie) znacznie wiece] niz pelnych kwadratéw. Rozbieznoéci szeregu

odwrotnosei wszystkich liczb pierwszych dowiédl Leonard Euler. Przedstawimy
tu znacznie pézniejszy dowdd tego faktu, pochodzacy od amerykanskiego
matematyka I. Nivena.
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Rozwigzanic zadania M 894.

Obliczmy, ile liczb postaci x¥, gdzie », y
sq liczbami calkowitymi wickszymi od 1,
zawiera zbiér {1,2,...,n}. Mozemy to

zrobié¢ na dwa sposoby. Dla ustalonej
podstawy = liczb takich jest [log, n] — 1,
a dla ustalonego wykladnika y jest

ich [¥n] — 1. Sumujac te wyrazenia,
otrzymujemy

n

Z[Jogr n]l-(n-1})=
- Z[?/K] ey

r=2
y=2

a stad natychmiast wynika zadana

réwnosd.

Dowdéd prowadzimy nie wprost. Niech py = 2, po = 3, ps = 5, ... bedzie ciagiem
o0

wszystkich liczb pierwszych. Zaléimy, ze 3 EL < +o00. Istnieje wtedy taka
n=1""

liczba M, ze 3. ;}L < M dla wszystkich k € N. Z nieréwnosci exp(z) = e >

prsk =
> 1 + z otrzymujemy

exp(M) ZGXP(Z p_{;) = [T exp (p_i) >

PaSk pask
> 1 (1+5) 22 s ==
_p,.gk Pn _ngkn

L |

gdzie suma z primem, S, = 3 -, oznacza sume odwrotno$ci wszystkich liczb

n<k
bezkwadratowych — to znaczy takich, ktére nie sa podzielne przez kwadrat zadnej
liczby naturalnej wickszej od 1, albo réwnowaznie, sa iloczynem rdéznych liczb
pierwszych.

Ostatnia nieréwnos¢ bierze sie stad, ze mnozac wszystkie nawiasy (1 + me),
otrzymujemy sume odwrotnosci wszystkich liczb bezkwadratowych, ktérych
czynniki pierwsze nie przekraczaja k. Suma ta jest, oczywiscie, wicksza niz Sy,
gdyz précz odwrotnosei wszystkich liczb bezkwadratowych nie wigkszych od &
zawiera tez odwrotnosci niektérych wiekszych liczb.

k
Pomnézmy prawg strong otrzymanej nieréwnosci przez sume¢ y. -3, ktdra, jak
n=1

juz wiemy, z pewnoscia jest mniejsza od 2. Otrzymamy wtedy nowa nieréwnosé

/1 E 1
2exp(M) > ( ,,> . ( —)
p(M) gk = E -
7 twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze wynika,
ze mnozac sktadniki obu nawiaséw po prawe] stronie, z pewnoscia otrzymamy
odwrotnosei wszystkich liczb naturalnych nie wiekszych od k, a précz tego
odwrotnosci niektérych wiekszych liczb. Zatem

k
2exp(M) > Sk = Z 1
n

n=1

To juz jest oczywista sprzecznoéé: dla k£ dazacych do nieskoficzonoéci prawa
strona nieréwnosci moze by¢ dowolnie duza, natomiast lewa strona w ogédle
od k nie zalezy. Owa sprzeczno$é¢ wzieta sie stad, ze przypusciliSmy, iz szereg
o0
odwrotnosei liczb pierwszych jest zbiezny — a zatem ) ;1— = +o00.
n=1""
7 sumowaniem odwrotnosci liczb naturalnych wiaze sie nastepujaca, do dzié
otwarta, hipoteza Erdésa:

Niech A bedzie takim podzbiorem zbioru liczb naturalnych, ze

Z%=+oo.

ngA
Wtedy dla kazdego k € N zbior A zawiera pewien cigg arytmelyczny diugosci k.

Kazdy widzi, ze dla A = N to prawda (i nie jest to zbyt odkrywcze
spostrzezenie). Wykazaé, ze jest tak réwniez dla takich zbioréw A, o jakich
byta mowa w Przykladzie 1, jest bardzo trudno — te wersje hipotezy Erddsa
udowodnil w 1975 roku Szemerédi. Dla tego przypadku nowy, istotnie inny
dowéd podal niedawno William Timothy Gowers, jeden z ubieglorocznych
medalistéw Fieldsa, nagrodzony przede wszystkim za wyniki z zakresu analizy
funkcjonalnej — 1 bylto to osiagniecie, o ktérym wspomniano przy okazji
nadawania medalu.

A w ogdlnym przypadku nic nie wiadomo nawet dla k = 3, czyli dla najmniejszej
liczby k, dla ktérej okreslenie cigg arytmetyczny diugosci k cokolwiek znaczy.
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