
Przyklad, w którym abstrahuje sie od wszelkich twierdzen
o ulamkach lancuchowych

W praktyce ulamek lancuchowy powstaje poprzez systematyczne wylaczanie

calosci i odwracanie pozostalego ulamka wlasciwego, aby znów bylo co

wylaczac:
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Dla liczby wymiernej operacja taka, oczywiscie, zawsze sie konczy. Gdy jednak

ulamek lancuchowy zwiniemy do postaci ulamka zwyklego, to otrzymamy jego

postac skrócona:
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To, przez co zostal skrócony, mozna odnalezc jako ostatnia "reszte" uzyskana

poprzednio przy wylaczaniu calosci, tu akurat 37. Nie zawsze jest to liczba

pierwsza (jak tutaj). Ale zawsze jest to najwiekszy wspólny dzielnik licznika

i mianownika rozwijanego ulamka (a wlasciwie, dlaczego tak jest?).

Dokladnie taka sama - wylaczanie calosci i odwracanie pozostalosci - jest

praktyka rozwijania w ulamek lancuchowy liczb niewymiernych. Oto przyklad

rozwiniecia najprostszej niewymiernosci kwadratowej. Pierwszy raz na sposób

arytmetyczny.
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J ak widac, rzeczywiscie otrzymuje sie ulamek okresowy [1; 2].

A teraz geometrycznie. W kwadracie ABC D kreslimy okrag o srodku A

i promieniu AB. Przecina on przekatna w punkcie E, przez który kreslimy

styczna, otrzymujac na bokach kwadratu punkty S i T. Kreslimy teraz okrag

o srodku S i promieniu SB; przecina on BC w punkcie F'. Tym, co trzeba

zauwazyc, sa równosci SB = SE = ET = T D = SF = EC (rysunek) oraz

podobienstwo trójkatów BCE i ECF (bo LCBE = LCEF, jako kat wpisany

i kat dopisany, a kat C jest wspólny).

Gdy to juz wiemy, mamy:
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czyli tyle samo.

Zobaczyc, ze faktycznie chodzi o niewymiernosc kwadratowa, mozna tak.
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Oznaczmy
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_ Zadania

Uwaga: W zadaniach symbol [x]

oznacza najwieksza liczbe calkowita nie

przekraczajaca liczby x.

czyli x + 1 = 2 + X~l ' co dla x # -1 jest równowazne x2 = 2. Oczywiscie,

zeby tak pisac, trzeba wiedziec, ze nieskonczony ulamek przedstawiajacy x jest
zbiezny.

Mozna chwile pocwiczyc i wykonywac podobnie zamiane danego

nieskomplikowanego równania kwadratowego o wspólczynnikach calkowitych

(oczywiscie maj acego pierwiastek) na ulamek lancuchowy. Dla skomplikowanych
potrzebny jest dowód z artykulu.

Warto tu przypomniec inne twierdzenie Lagrange'a o ulamkach lancuchowych:

daja one najlepsze przyblizenia wymierne liczb niewymiernych. Znaczy to

tyle, ze jesli poczatkowy fragment ulamka lancuchowego, dla jakiejs liczby

niewymiernej a, jest zwyklym ulamkiem nieskracalnym, to lepsze przyblizenia

wymierne a mozna otrzymac tylko uzywajac ulamków o wiekszym mianowniku.

Tak wiec (patrz poczatek tej notki) ~~ jest najlepszym przyblizeniem .J2
sposród ulamków o mianownikach mniejszych od 30.

Ulamki lancuchowe wymyslil grecki matematyk Teajtetos (410-368 p.n.e.),

uczen Platona. Maja wiec te ulamki juz 2400 lat, zatem sa prawie dwukrot~ie

starsze od ulamków dziesietnych. Zostaly one wymyslone wlasnie dla poradzenia

sobie z niewymiernoscia. Pózniej jednak stracily pierwszoplanowa pozycje
w arytmetyce.

M.K.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 892. Wykazac, ze jesli p i q sa liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, to

[~] + [~q] + [:q] + ... + [~(P_-_p~l)_q]= (p-1)(q-1).

Rozwiazanie na str. 12

M 893. Udowodnic, ze jesli T(k) jest liczba dzielników naturalnych liczby k, to dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi równosc

[i] + [~] + ... + [;] =T(1)+T(2)+ ... +T(n).

Rozwiazanie na str. 14

M 894. Wykazac, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi równosc

[0i'] + [.ijn] + ... + [;:;In] = [log2 n] + [log3 n] + ... + [logn n].

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 507. Zalózmy, ze na polaryzator pada wiazka swiatla spolaryzowanego liniowo.

W przypadku, gdy os polaryzatora jest równolegla do osi polaryzacji, zostaje

przepuszczona czesc 0'2 natezenia, natomiast gdy kat miedzy tymi osiami jest prosty
- czesc ("2.(Dla idealnego polaryzatora 0'2 = 1, ("2= O.) Jakie bedzie natezenie

przepuszczonego swiatla, jezeli na pare polaryzatorów, których osie tworza kat e, pada

prostopadle swiatlo niespolaryzowane o natezeniu lo? (Odbicia pomijamy.)
Rozwiazanie na str. 11

F 508. Miedzy dwa polaryzatory o wzajemnie prostopadlych osiach wsunieto trzeci

polaryzator o osi tworzacej kat e z osia pierwszego polaryzatora. Jakie jest natezenie
swatla przepuszczanego przez ten uklad? (Zakladamy, ze polaryzatory sa idealne
i straty pomijamy.)
Rozwiazanie na str. 16
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