Przyklad,

w ktérym abstrahuje sie od wszelkich twierdzen
o ulamkach laricuchowych

W praktyce utamek tancuchowy powstaje poprzez systematyczne wylaczanie
caloéci i odwracanie pozostatego utamka wlasciwego, aby znéw byto co

wylaczaé:
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Dla liczby wymiernej operacja taka, oczywiscie, zawsze si¢ konczy. Gdy jednak
ulamek laficuchowy zwiniemy do postaci utamka zwyklego, to otrzymamy jego
postaé skrdcona:
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To, przez co zostal skrécony, mozna odnalezé jako ostatnia ,reszte” uzyskana
poprzednio przy wylaczaniu calosci, tu akurat 37. Nie zawsze jest to liczba
pierwsza (jak tutaj). Ale zawsze jest to najwigkszy wspdlny dzielnik licznika
i mianownika rozwijanego utamka (a wlasciwie, dlaczego tak jest?).

Dokladnie taka sama — wylaczanie calosci i odwracanie pozostalodci — jest
praktyka rozwijania w ulamek laficuchowy liczb niewymiernych. Oto przyktad
rozwinigcia najprostszej niewymiernoéci kwadratowej. Pierwszy raz na sposéb
arytmetyczny.
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Jak widaé, rzeczywiscie otrzymuje sie ulamek okresowy [1;2].

A teraz geometrycznie. W kwadracie ABC'D kreslimy okrag o érodku A

i promieniu AB. Przecina on przekatna w punkcie E, przez ktory kreslimy
styczna, otrzymujac na bokach kwadratu punkty S i 7. Kredlimy teraz okrag
o érodku S i promieniu SB; przecina on BC' w punkcie F'. Tym, co trzeba
zauwazyé, sa réwnoéci SB = SE = ET =TD = SF = EC (rysunek) oraz
podobiefistwo tréjkatéw BCE i ECF (bo LCBE = LCEF, jako kat wpisany
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i kat dopisany, a kat C jest wspdlny).
B
Gdy to juz wiemy, mamy:
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czyli tyle samo.

Zobaczyé, ze faktycznie chodzi o niewymiernoé¢ kwadratows, mozna tak.
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i Zadania

Uwaga: W zadaniach symbol [z]
oznacza najwigkszq liczbg catkowitq nie
przekraczajgeg liczby x.

Oznaczmy Jest to réwnowazne

z=1+ ; r+1=2+ ;
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czyliz+1=2+4 #, co dla z # —1 jest réwnowazne z? = 2. Oczywiscie,
zeby tak pisaé, trzeba wiedzie¢, ze nieskoficzony ulamek przedstawiajacy z jest
zbiezny.

Mozna chwilg poéwiczy¢ i wykonywaé podobnie zamiang danego
nieskomplikowanego réwnania kwadratowego o wspélczynnikach catkowitych
(oczywidcie majacego pierwiastek) na utamek taficuchowy. Dla skomplikowanych
potrzebny jest dowdd z artykutu.

Warto tu przypomnie¢ inne twierdzenie Lagrange’a o utamkach tafiéuchowych:
daja one najlepsze przyblizenia wymierne liczb niewymiernych. Znaczy to

tyle, ze jesli poczatkowy fragment utamka taficuchowego, dla jakiejs liczby
niewymierne] a, jest zwyktym utamkiem nieskracalnym, to lepsze przyblizenia
wymierne a mozna otrzymac tylko uzywajac utamkéw o wiekszym mianowniku.
Tak wigc (patrz poczatek tej notki) ;—; Jjest najlepszym przyblizeniem /2
spoéréd utamkéw o mianownikach mniejszych od 30.

Utamki aficuchowe wymyslit grecki matematyk Teajtetos (410-368 p.n.e.),
uczen Platona. Maja wigc te utamki juz 2400 lat, zatem sa prawie dwukrotnie
starsze od utamkéw dziesietnych. Zostaly one wymyélone wlasnie dla poradzenia
sobie z niewymiernoscia. Pézniej jednak stracily pierwszoplanowa pozycje

w arytmetyce.

M.K.

Redaguje Lukasz WIECHECK]T

M 892. Wykazaé, ze jesli p i g sa liczbami naturalnymi wzglednie plerwszymi, to
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Rozwiazanie na str. 12

M 893. Udowodni¢, ze jesli (k) jest liczba dzielnikéw naturalnych liczby &, to dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

[g] - [g] +...+ [E] =7(1)+7(2)+...+ 7(n).
Rozwiazanie na str. 14

M 894. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi réwnosé

[\/'E]+[{“71_1}+...+[{‘/'E] = [log, n] + [logy n] + . .. + [log,, n].

Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Ewe CZUCHRY

F 507. Zalézmy, ze na polaryzator pada wigzka $wiatla spolaryzowanego liniowo.

W przypadku, gdy of polaryzatora, jest réwnolegta do osi polaryzacji, zostaje
przepuszczona. czesc a? natezenia, natom:ast gdy kat miedzy tymi osiami jest prosty

- czeéé¢ €2, (Dla idealnego polaryzatora a® = 1, €2 = 0. ) Jakie bedzie natezenie
przepuszczonego $wiatla, jezeli na pare pola.ry7a.t01‘()w ktérych osie tworza kat 6, pada
prostopadle wiatlo niespolaryzowane o natezeniu Iy? (Odbicia pomijamy.)
Rozwiazanie na str. 11

F 508. Migdzy dwa polaryzatory o wzajemnie prostopadlych osiach wsunieto trzeci
polaryzator o osi tworzacej kat 8 z osia pierwszego polaryzatora. Jakie jest natezenie
$watla przepuszczanego przez ten uklad? (Zakladamy, e polaryzatory s idealne

i straty pomijamy.)

Rozwiazanie na str. 16
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