
z dokladnoscia

.
W pOCIagU

Grzegorz WROCHNA

Jednym z podstawowych, a jednoczesnie "tajemniczych" wyników

mechaniki kwantowej jest zasada nieoznaczonosci. Wedlug niej

niemozliwe jest jednoczesne okreslenie polozenia i predkosci danego

obiektu z dowolna dokladnoscia. Scislej, iloczyn niepewnosci

wyznaczenia polozenia ~x i pedu ~P nie moze byc mniejszy niz

polowa stalej Plancka n = h/27r = 1,0546· 10-34 Js, czyli

~x· ~P ~ n/2.

W mechanice kwantowej polozenie czastki mozna opisac za

pomoca tzw. paczki falowej. Paczka falowa to fala, której

amplituda jest istotnie rózna od zera dla skonczonej liczby

okresów n, a wiec w ograniczonym obszarze [ = nA. Oznacza to,

ze prawdopodobienstwo znalezienia czastki koncentruje sie w tym

wlasnie obszarze. Dlugosc A fali wyznaczona jest przez ped P czastki

(2) A = 27rn.
P

W naszej analogii kazdy wagon pociagu odpowiada jednemu

Autorzy dziekuja za wnikliwe uwagi

p. Miroslawowi Truszczynskiemu.

Podstawy sa dziedzina matematyki

zajmujaca sie poprawnoscia rozumowan

matematycznych, podstawowymi

strukturami matematyki (takimi, które

pozwalaja zdefiniowac wszelkie inne

struktury) oraz efektywnoscia obliczen
matematycznych. Te trzy obszary

skrystalizowaly sie w XX wieku w postaci

trzech duzych rozdzialów matematyki:

logiki matematycznej, teorii mnogosci

i teorii obliczalnosci. Postaramy sie opisac

rozwój kazdego z tych trzech rozdzialów

podstaw. Oczywiscie, opis nasz bedzie,

z koniecznosci, raczej pobiez~ym szkicem.

W wieku dwudziestym podstawami

matematyki zajmowali sie bardzo znani

matematycy i filozofowie, np. Cantor,

Frege, Hilbert, Russell, Godel, Tarski,

Kleene, Martin, Skolem, Solovay, Shelah

i Turing. Oczywiscie, spotkamy ponizej

wiele innych nazwisk - lista ta jest bardzo

niekompletna. W Polsce, oprócz Tars~iego,

badali podstawy: Chwistek, Ehrenfeucht,

Grzegorczyk, Jaskowski, Lesniewski,

Lindenbaum, Los, Mostowski, Rasiowa,

Sikorski, autorzy tego artykulu i wielu

innych. Podreczniki logiki i podstaw

(czesto ksiazki bardzo obszerne) zawieraja
glównie wyniki badan matematyków

dwudziestowiecznych. Obiektywne

streszczenie dwudziestowiecznego

rozwoju podstaw nie jest zatem zadaniem

prostym, szczególnie ze musimy to
wszystko zmiescic na kilkunastu stronach

maszynopisu. Ograniczymy sie zatem do

omówienia najistotniejszych rezultatów,

m.in. twierdzen Godla o zupelnosci

logiki pierwszego rzedu i o niezupelnosci

bogatszych teorii matematycznych,
niektórych twierdzen o niezaleznosci,

informacji o roli aksjomatów istnienia

bardzo duzych liczb kardynalnych itd.

Popatrzmy najpierw na stosunek podstaw

matematyki do reszty matematyki. Nasuwa

sie nam nastepujaca analogia. Dobry
mechanik, samochodowy nie musi znac

termodynamiki (na której opiera sie

funkcjonowanie samochodów). Podobnie

dobry matematyk, który nie ma pretensji

Podstawy
matematyki

W wieku XX

1. Wstep

Wiktor MAREK,
Jan MYClELSKI
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Ze wzoru w sposób oczywisty wynika, ze im wiekszy interwal

czasu, czy tez im dluzsza droge wybieramy, tym dokladniejszy

bedzie pomiar predkosci. Pamietac jednak nalezy, ze zawsze

bedzie to predkosc srednia na odcinku [ = nA. Innymi slowy,

polozenie pociagu x w chwili pomiaru znane jest z dokladnoscia

~x = [/2 = nA/2. Mamy wiec sytuacje typowa dla zasady

nieoznaczonosci: mozemy niezbyt precyzyjnie zmierzyc predkosc

na krótkim odcinku, ale w dosc dobrze okreslonym miejscu, lub

uzyskac duza dokladnosc pomiaru predkosci sredniej, rezygnujac

z precyzyjnego okreslenia miejsca. Ujmujac rzecz matematycznie,

VA

~x·~v= ­
4

Wynik ten jest o tyle szokujacy, ze w mechanice klasycznej bez

dokladnej znajomosci polozenia i pedu nie mozemy nic powiedziec

o ewolucji ukladu. Dlatego czesto w popularnych przedstawieniach

mechaniki kwantowej zasada nieoznaczonosci ukazywana jest jako cos

niezwyklego. W niniejszym artykule spróbujemy rozjasnic nieco te

tajemniczosc, odwolujac sie do prostej analogii.

Wyobrazmy sobie, ze stoimy na peronie i chcemy zmierzyc predkosc

przejezdzajacego pociagu. Do dyspozycji mamy zegarek i wiemy,

ze kazdy wagon ma dlugosc A = 20 m. Pomiaru predkosci mozemy

dokonac, odmierzajac zegarkiem okreslony odcinek czasu t i liczac

wagony, które w tym czasie nas minely. Jesli minelo nas n wagonów,

to pokonana przez pociag droga wynosi [ = nA z dokladnoscia do

~l = A/2. W wyniku pomiaru otrzymamy predkosc

[ nA
v=-=-

t t

(1)

lub w jezyku pedu
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do glebszego wyksztalcenia poza swoja

specjalnoscia, nie musi znac podstaw

matematyki. Co wiecej, popularyzacja

termodynamiki wsród mechaników

samochodowych nie jest zadaniem

latwym - i na podobne trudnosci

napotyka popularyzacja podstaw

matematyki wsród matematyków.

Niektórych matematyków irytuje

sam fakt, ze ktos o zainteresowaniach

filozoficznych usiluje opisac, chocby

w czesci, funkcjonowanie ich umyslów

i wyjasniac w abstrakcyjny sposób,

czym jest matematyka. Podkreslaja oni,

ze matematyka, jaka znamy, uprawiana jest

od tysiacleci i osiagnela wielkie sukcesy

na polu opisywania rzeczywistosci bez

tego, by ktos wyjasnial jej nature. Ale

podstawy daja matematyczna teorie

tego, czym jest matematyka, tak jak

fizyka daje matematyczna teorie róznych

innych zjawisk i procesów fizycznych.

Jest naturalne, ze - jak kazdy opis

rzeczywistosc;i fizycznej - podstawy
sa niekompletne i stale sa rozwijane

i ulepszane .

Poniewaz podstawy traktuja matematyke

jako zjawisko fizyczne (proces konstrukcji

pewnych tekstów), nalezy dodac,

iz istnieja filozofowie i matematycy,

którzy mysla, ze ten punkt widzenia jest

nierozsadny, ze cos zaciemnia. Wierza

oni, iz matematyka jest nauka, -która

bada swiat idei platonskich (które sa

transcendentalne, czyli istnieja poza

swiatem fizycznym, niezaleznie od

ludzkosci) .

Godel, o którym bedziemy pisac wiele w tym

artykule, reprezentowal te opinie·

A zatem, ze matematyka nie jest

zjawiskiem czysto fizycznym, bo ma na nia

bezposredni wplyw swiat pozafizycznych
idei.

Jednakze matematyczne podstawy

matematyki obywaja sie bez takich

zalozen i prowadza do czysto fizykalnego

i nader kompletnego opisu zjawiska,

jakim jest matematyka. Dlatego liczni

filozofowie i matematycy (w tym autorzy

tego artykulu) odrzucaja platonizm, jako

zalozeuie sprzeczne z "brzytwa Ockhama"

(tj. tym, ze naj prostsze teorie zgodne

z faktami, czyli "nie mnozace bytów ponad

potrzebe", sa najbardziej przekonywajace).

Jak wspomnielismy wyzej, latwo wykazac

niekompletnosc wspólczesnych podstaw.

Na przyklad nie tlumacza one, czym

jest dobra matematyka. Wierzymy,

ze matematyka ma strukture postaci:

aksjomat y-definicj e-twierdzenia-dowody,
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okresowi takiej fali. Mozemy wiec podstawic (2) do (1) i otrzymamy

.6.x . .6.p ~ n.

Pominelismy tu czynnik 27r/4, gdyz niezbyt precyzyjna definicja .6.x

i .6.p pozwala nam jedynie na dosc grube oszacowanie.

Do podobnego rezultatu mozemy dojsc takze w inny sposób, nie

poslugujac sie bezposrednio formalizmem falowym. Zauwazmy,

ze uzyskana "zasada nieoznaczonosci" (1) jest konsekwencja

"skwantowania" drogi, która mierzylismy w dyskretnych

jednostkach ).. Podobna role odgrywa w mechanice kwantowej

wielkosc fizyczna 5 zwana dzialaniem. Zazwyczaj dzialanie

definiujemy jako calke wzgledem czasu z róznicy miedzy energia

kinetyczna i potencjalna. Dla ruchu jednostajnego prostoliniowego

dzialanie mozna wyrazic iloczynem pedu p i drogi l,

5 = pl.
2

Wedlug mechaniki kwantowej dzialanie mozna okreslic z

dokladnoscia rzedu stalej Plancka n,

.6.52: n.

Postac kwantowomechanicznej zasady nieoznaczonosci mozemy

zatem odgadnac przez analogie, zastepujac we wzorze (1) kwant

drogi), kwantem dzialania n. Przybierze on wówczas postac

.6.x . .6.p 2: n.

Przedstawiona analogia, choc nie jest formalnym wyprowadzeniem,

dobrze ilustruje jedna z podstawowych idei mechaniki kwantowej:

niemoznosc jednoczesnego okreslenia polozenia i pedu z dowolna

dokladnoscia jest wynikiem istnienia kwantu dzialania n.

Ulamki lancuchowe okresowe

Marcin MAZUR

Ulamki lancuchowe pojawialy sie niejednokrotnie (ostatnio:

w kwietniu 1999) na lamach Delty. Nastepujace ciekawe twierdzenie

o nich udowodnil w roku 1770 francuski matematyk Lagrange.

Twierdzenie 1. Liczba niewymierna x ma okresowe rozwiniecie

na ulamek lancuchowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwiastkiem

równania kwadratowego o wspólczynnikach calkowitych.

Zetknalem sie z tym twierdzeniem jako uczen szkoly sredniej.

Niestety, zadne dostepne mi wówczas zródla nie podawaly dowodu.

N abralem przez to przekonania, ze dowód ów musi byc niezmiernie

skomplikowany i nie wierzylem, ze móglbym twierdzenie Lagrange'a

udowodnic sam, a - jak wiadomo - "bez wiary nie da sie niczego

udowodnic" .

Okazuje sie jednak, ze dowód wymaga wylacznie pewnej

spostrzegawczosci i wladania indukcja matematyczna; jest w zasiegu

zdolnego ucznia szkoly sredniej, o czym postaram sie przekonac

Czytelnika ponizej.
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[grek(S) 1\ Vx(grek(x) :::} smiertelny (x))]

:::} smiertelny (S).

grek (-) i smiertelny (-) sa w tej formule

symbolami do opisu relacji unarnych.

Uzylismy tu kwantyfikatora ogólnego Vx
(dla kazdego x). Podobnie wprowadza

sie kwantyfikator egzystencjalny 3x

(istnieje x).

Grecy nie formalizowali sylogizmów

za pomoca formul. Niemniej jednak

analizowali sylogizmy i przez ponad dwa

tysiace lat teoria sylogizmów stanowila

centrum logiki. Matematycy starozytni

rozumowali podobnie jak my, intuicyjnie

rozumieli, co jest poprawnym dowodem

matematycznym, a co nim nie jest.

Dowody, które wymyslili, sa po dzis dzien

wykladane w szkolach i spelniaja dzisiejsze
standardy scislosci. W wieku XVII Leibniz

mial nadzieje stworzenia lingua universalis,

jezyka, który pozwalalby wyrazic zdania

matematyki, i calculus ratiocinator, który
by sprowadzal rozumowania do rachunków.

ale nie wiemy, dlaczego niektóre prace

matematyków wprawiaja nas w zachwyt,

a inne wydaja sie pozbawione pomyslów

lub wrecz nudne. Podstawy nie tlumacza

tez, jak matematycy buduja dowody

swych przypuszczen. Poniewaz nie mamy

dobrego modelu procesu budowy dowodów,

jest wiec jeszcze daleko do prawdziwie

efektywnego 'automatycznego dowodzenia

twierdzen (choc i w tej dziedzinie

osiagnieto spektakularne sukcesy).

Jak zada tego nasza definicja, na

wykladach podstaw matematyki studenci

poznaja zazwyczaj logike matematyczna,

teorie mnogosci oraz wprowadzenie do

teorii obliczalnosci (rekursji). Wszystkie

te czesci podstaw sa ze soba powiazane

i w historii, która ponizej przedstawimy,

beda przenikac sie wzajemnie. Ale

zapytajmy najpierw, jaki byl ich stan
w roku 1900.

Logika miala zawsze co najmniej dwa

aspekty - matematyczny i filozoficzny.

Aspekt filozoficzny pochodzi od

starozytnych Greków. Filozofia wymagala
pewnej precyzji rozumowania. W tym

celu filozofowie greccy, przede wszystkim

Arystoteles, chcieli zrozumiec, czym
sa poprawne dowody. Sformulowali

wiec sylogistyke, kodyfikujaca niektóre

poprawne rozumowania. Z punktu

widzenia dzisiejszej logiki byly to reguly

dotyczace relacji jednoargumentowych,

czyli unarnych. Tak wiec, jesli Sokrates jest

Grekiem, a wszyscy Grecy sa smiertelni,

to i Sokrates jest smiertelny. Dzis

zapisalibysmy ten sylogizm jako

Aa+B

Ca+D

l

l
+ l

mk+ ­
a

l

a = no + ----~---:1'--­
ni + +n2

a = mo + --------:;-1----
mi + +m2

Zacznijmy od przypomnienia niezbednych pojec. Dla dowolnej liczby

niewymiernej a okreslimy ciag liczb rzeczywistych (ak) i ciag liczb

calkowitych nk, jak nastepuje:

a = no + l
ni + +n2

l
(*) ao=a, ak+1={ad' nk=[akl.

Przez [x l i {x} oznaczamy odpowiednio czesc calkowita i ulamkowa

liczby x. Ograniczamy sie tu do liczb niewymiernych - dla

wymiernych a otrzymalibysmy ak E ;l, dla pewnego k, i wówczas

definicja liczby ak+l nie mialaby sensu. Zauwazmy, ze ak > l

i nk 2: l dla kazdego k > O. Odnotujmy ponadto równosci

ak = nk + l/ak+l' Przez indukcje dowodzimy, ze dla kazdej liczby

calkowitej k 2: O jest

Wynika stad, ze ciag liczb wymiernych

l
no + ---------- = [no; ni;···; nk llnl+-------

n2 +

+ l
+ -

nk ak+l

l
+-

nk

jest zbiezny do liczby a. Piszemy a = [no; ni; n2; ... ], a ciag (ni)

nazywamy rozwinieciem liczby a na ulamek lancuchowy. Okazuje

sie, ze kazda liczba niewymierna ma jednoznaczny zapis postaci

[no; ni; n2; ... l dla pewnych calkowitych no, ni > O, n2 > O, ...

danych wzorami (*) i odwrotnie, kazdy taki ciag odpowiada pewnej

liczbie niewymiernej. Ulamki lancuchowe stanowia wiec swoisty

sposób zapisywania liczb rzeczywistych, podobnie jak znacznie

bardziej rozpowszechniony zapis dziesietny. Nastepujaca prosta

obserwacja bedzie dla naszych rozwazan bardzo uzyteczna: jesli

f3 = [nk+l; nk+2; ... l, to wówczas

l+- l
nk +-

f3

Powiemy, ze liczba niewymierna x ma okresowe rozwiniecie na

ulamek lancuchowy, jesli

Piszemy wówczas x = [lo; li; ... ; li; mi; m2; ... ; mk l. Zauwazmy, ze

jesli a = [mo; mi; m2; ... ; mk l, to wobec (* *) otrzymujemy równosc

3



Przystapmy wiec do dowodu ograniczonosci ciagów Uk i Wk. Wynika

on z nastepujacych trzech obserwacji:

dla pewnych liczb calkowitych A, B, G, D. Zatem a jest

pierwiastkiem trójmianu kwadratowego Gz2 + (D - A)z - B

o wspólczynnikach calkowitych. Ponownie uzywajac (**),

otrzymujemy

Ka + L

Ma+N

-Id + wno - u

d-(wnO-u)2
w

x = lo + 1

II + 1
12 +

gdzie Ul = wno - u i WI = d - ui. Skoro zas wl(d - u2), to
w

liczby tlI, wI sa calkowite oraz wII(d - ui). Stosujac powyzsze

. d l' b . -Id + U2 d'rozumowame o ICZ y al, otrzymamy, ze a2 = ----, gZIe
w2

U2 = WInI - Ul, W2 = d - u~ sa liczbami calkowitymi i w21(d - u~).
WI

Oczywista indukcja dowodzi, ze dla dowolnej liczby calkowitej k :::: O

-Id + Uk d' l' b lk . k 'lmamy ak = ----, gZIe ICZ y ca OWIte Uk, wk o res one sa
wk

rekurencyjnie nastepujaco:

d . , ,. -Id+Uk wk-l

O notuJmy rownosCl ak = ---- = -;=;-wk vd - Uk

By osiagnac cel i wykazac, iz ciag ak jest okresowy, wystarczy

sprawdzic, ze dla pewnych s < t mamy as = at (dlaczego?), co

jest równowazne równosciom Us = Ut i Ws = Wt. Ostatnie równosci

otrzymamy, jesli uda nam sie uzasadnic, ze ciagi Uk i Wk sa

ograniczone. Istotnie, poniewaz ciagi te maja wyrazy calkowite,

wiec ciag par (Uk, Wk) ma wówczas tylko skonczenie wiele róznych

wartosci i dla pewnych s < t mamy (us,ws) = (Ut,Wt).

1+-­
1

li +-
a

dla pewnych liczb calkowitych K, L, M, N. Zatem x jest równiez

pierwiastkiem pewnego trójmianu kwadratowego o wspólczynnikach

calkowitych. Tym samym udowodnilismy, ze liczba niewymierna,

która ma okresowe rozwiniecie na ulamek lancuchowy, jest

pierwiastkiem pewnego trójmianu kwadratowego o wspólczynnikach

calkowitych. Fakt ten zostal odnotowany juz przez Eulera. Nieco

trudniejszy dowód twierdzenia odwrotnego podal po raz pierwszy

Lagrange.

Zalózmy teraz, ze liczba niewymierna a jest pierwiastkiem trójmianu

kwadratowego ax2 + bx + c o wspólczynnikach calkowitych.

Dobrze znane wzory na pierwiastki równania kwadratowego daja

a = -Id + u, gdzie d = b2 - 4ac, u = ±b i odpowiednio w = =t=2a.
w

Wykazemy, ze odpowiadajace liczbie a ciagi ak i nk, okreslone

wzorem (*), sa okresowe.

Oczywiscie wl(d - u2). Ta prosciutka obserwacja jest kluczowa dla

calego dowodu. Istotnie, zauwazmy, ze

W polowie XIX wieku Boole wprowadzil,

przez analogie z algebra liczb, algebre

zdan. Dalszy rozwój logiki zawdzieczamy

De Morganowi, Peirce'owi, Fregemu

i innym matematykom i filozofom. Bylo

rzecza jasna, ze logika, jaka posluguje sie

matematyka, wykracza poza sylogistyke,

juz chocby dlatego, ze zajmuje sie nie tylko

relacjami unarnymi, lecz takze takimi,

które wiaza wiecej niz jeden obiekt. Na

przyklad, podstawowa w matematyce

relacja mniejszosci wsród liczb nie jest

unarna, lecz binarna, bo wiaze pary
elementów.

Rozwój analizy matematycznej
w wieku XVIII i brak dostatecznie

jasnych definicji ciaglosci, granicy

funkcji i innych podstawowych pojec

analizy spowodowal, ze trzeba bylo

sprecyzowac takie pojecia, jak liczba

rzeczywista, ciag, funkcja, etc. Pytanie,

czym sa liczby rzeczywiste, przewijalo

sie w pracach wielu matematyków

i filozofów dziewietnastowiecznych. Trzeba

bylo zdefiniowac (by uzyc terminologii

informatycznej), jakie sa podstawowe

"struktury danych" matematyki. Epokowa

ksiazka Dedekinda z 1'. 1883, Was sind
und was sollen die Zahlen zawierala

nastepujace stwierdzenie: "W nauce, co

dowód posiada, nie powinno byc bez

dowodu przyjete". Dedekind udowodnil

podstawowe wlasnosci liczb rzeczywistych,

wlasnosci, które poprzednio przyjmowano'

jako oczywiste. Stad tez pod koniec

wieku XIX nadszedl czas budowy podstaw

matematyki.

Sposród wielu matematyków, którzy

przyczynili sie do rozpoznania

podstawowych matematycznych struktur,

najwazniejszym byl G. Cantor, który

udowodnil, ze wszystkie przedmioty,

jakie rozwazaja matematycy, mozna

rozumiec jako zbiory. Co wiecej, okazalo

sie, ze taka interpretacja usuwa wszystkie

niejasnosci, które dawniej pojawialy sie

w matematyce. Na przyklad, za pomoca

pojecia zbioru latwo zdefiniowac pojecie

liczby naturalnej, stad zas liczby calkowitej

i wymiernej. Jak pokazal Dedekind

(i niezaleznie Cantor), przy uzyciu pojecia

zbioru (nieco trudniej) definiuje sie tez
liczby rzeczywiste.

Pojecie zbioru par pozwala zdefiniowac

z kolei pojecie funkcji. Podejscie takie

zrywalo z poprzednio uzywanym pojeciem

funkcji jako przepisu, algorytmu, który

z elementami dziedziny pozwalal laczyc
wartosci. W latach 80. i 90. XIX wieku

Cantor udowodnil wiele twierdzen teorii
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1. Jesli Uk < -..[d dla pewnego k > O, to ..[d + Uk < O, a poniewaz

..[d + uk .. Wk

ak = --- > 1, WieC Wk < O. Jako ze ak+l = r; > 1,Wk yd - Uk+l

musi byc ..[d - 'Uk+l < O, tzn. 'Uk+l > ..[d> O.

Ponadto Uk+l = nkWk - tlk < -Uk, wiec Itlk+ll < lUki·

2. Jesli Uk > ..[d dla pewnego k > O, to ..[d + Uk > O, a poniewaz

..[d + Uk .. Wk

ak = --- > 1, WleC Wk > O. Jako ze ak+l = r; > 1,Wk yd - Uk+1

musi byc ..[d - Uk+l > O, tzn. Uk+l < ..[d < Uk·

Ponadto Uk+l = nkWk - Uk > -tlk, wiec Itlk+ll < Itlkl·

3. Jesli lUk I < ..[d dla pewnego k > O, to ..[d + Uk > O, a poniewaz

..[d + Uk .. Wk

ak = --- > 1, WleC Wk > O. Jako ze ak+l = r; > 1,Wk yd - Uk+l

musi byc ..[d - Uk+1 > O, tzn. Uk+1 < ..[d.

Ponadto Uk+1 = nkwk - Uk > -Uk > -..[d, wiec l'tlk+ll < ..[d.

Zauwazmy teraz, ze jesli spelnione sa nierównosci IUiI > ..[d dla

i = 1,2, ... , s, to wówczas wobec wlasnosci 1 i 2 mamy lUli> IU21>

> ... > Ius I > ..[d. Liczby Ui sa calkowite, a zatem otrzymujemy

stad nierównosci ..[d < Ius I :S l'ull - s + 1. W szczególnosci, musi

byc s < IU11- ..[d + 1. Innymi slowy, lUko I < ..[d dla pewnego

ko :S lUli - ..[d + 1. Z wlasnosci 3 wynika wiec, ze lUk I < ..[d dla

kazdego k ~ ko. Tym samym ciag tlk jest ograniczony. Ponadto,

nierównosc ak = (..[d + tlk) / Wk > 1 pociaga za soba nierównosci

O < Wk < 2..[d dla k ~ ko. Wykazalismy wiec, ze ciagi tlk i Wk sa

ograniczone i co za tym idzie, liczba O:' ma okresowe rozwiniecie na

ulamek lancuchowy. Dowód Twierdzenia 1jest zakonczony.

N asze rozwazania pozwalaj a uzyskac nieco dokladniejsza informacje·

Niech kl bedzie najmniejsza taka liczba, ze (..[d - Uk)/Wk > O.

Oczywiscie kl :S ko· Latwo zauwazyc, ze ciag par (Uk, Wk), gdzie

k > kl, przyjmuje co najwyzej ..[d. 2Vd = 2d róznych wartosci.

Zatem istnieja takie s < t, ze (us, ws) = (Ut, Wt) i t - s < 2d. Innymi

slowy, okres podstawowy ulamka lancuchowego, równego liczbie 0:',

jest mniejszy niz 2d. Czytelnik zdola teraz bez trudu przekonac sie,

ze zachodzi nastepuj ace

Twierdzenie 2. Liczba niewymierna (..[d + u)/w, gdzie tl, w

sa liczbami calkowitymi i wl(d - u2), ma rozwiniecie na ulamek

lancuchowy postaci [no; nl;."; ni; ni+l;"'; ni+j]. Mozemy przy

tym przyjac za i taka najmniejsza liczbe k ~ O, ze (..[d - Uk)/Wk > O

i wówczas i:S max(1, IU11-..[d + 1). Ponadto j < 2d.

W szczególnosci, dla U = O i w = 1 otrzymujemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 3. Dla pewnego j < 2d mamy ..[d = [no; nl; ... ; nj].

Ponadto nj = 2no.

Ostatnia czesc twiel'dzenia wymaga dodatkowych wyjasnieri. Poniewaz Wo ::: l, mamy

Wj+l ::: Wl ::: WOw! ::: d - Hi. Jako ze WjWj+l ::: d - Uj+l ::: d - ui::: Wj+l, wiec

Wj = l i aj = ../d + tLj. Zatem O < Vd - tLj < l, tzn. tLj = [../d] = no. Tym samym

nj = [aj] = 2no.

Jako przyjemne zadanie pozostawiamy Czytelnikowi uzasadnienie,

ze dla 1 :S s < j zachodza równosci ns = nj -s. Twierdzenie 3

mozna tez wykorzystac do opisu rozwiazan równania Pella

x2 - dy2 = 1 w liczbach calkowitych, ale to juz zupelnie inna

historia.
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mnogosci (zbiorów). Cantor zanalizowal

tez pojecia takie, jak porzadek liniowy,

wprowadzil pojecie dobrego porzadku

(a w konsekwencji i liczby porzadkowej).

Stad juz byl tylko krok do dowodów

uzywajacych indukcji pozaskonczonej .

Bylo to calkowicie nowe i silne narzedzie

w rekach matematyków. Wyszlo ono

istotnie poza indukcje wzgledem liczb

naturalnych oraz repertuar dowodowy

odziedziczony po Grekach.

Teoria obliczalnosci w kOlku XIX wieku

jeszcze nie istniala. Istnialy tylko liczne

przyklady algorytmów. Na przyklad

algorytm Euklidesa dla znajdowania

najwiekszego wspólnego podzielnika

lub algorytm Cardano rozwiazywania

równan trzeciego stopnia. Sprawy

efektywnosci zajmowaly matematyków

i filozofów greckich, a takze matematyków

pózniejszych. Newton i inni wielcy

analitycy az do polowy XIX wieku

nie akceptowali prawdziwosci zdali.

egzystencjalnych nie popartych

algorytmem konstrukcji odpowiedniego

przykladu. Jesli wiec twierdzili oni, na

przyklad, ze równanie r'ózniczkowe V' = -V

z warunkiem poczatkowym v(1,3) = 17

ma rozwiazanie, to trzeba bylo wiedziec,

jak owo rozwiazanie skonstruowac, innymi

slowy, podac przepis na obliczanie wartosci

takiej funkcji V(·).

Urzadzenia ulatwiajace liczenie

znane sa od starozytnosci. Liczydla

róznych systemów potrzebne byly do

obliczen. Wielu wyn'alazców, inzynierów

i matematyków budowalo maszyny,

które ulatwialy obliczenia. Artyleria

i finanse wymagaly szczególnie wielu

obliczen (i czesto dosc dokladnych). Stad

tez ze sztabów wojskowych, urzedów

podatkowych i banków pochodzilo

zapotrzebowanie na urzadzenia liczace.

Zostaly wynalezione maszyny do

dodawania i mnozenia, potrzebne

w spisach ludnosci, i inne maszyny

mechaniczne ulatwiajace obliczenia. Ale

pytania o istote pojecia obliczenia byly

rzadkie. W pierwszej polowie XIX wieku

Babbage zapl'Ojektowal nawet rodzaj

mechanicznego komputera uzywajacego

programów, ale pytanie, czym jest funkcja

obliczalna, nie zostalo jeszcze postawione.

Spróbujemy dalej przedstawic rozwój

trzech glównych nurtów podstaw

matematyki: teorii mnogosci, logiki i teorii

iII modeli, oraz teorii funkcji obliczalnych
w wieku XX.

Czesc druga ukaze sie w Delcie 11/1999.


