Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan:
30 XTI 1999

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadah 371 (WT'=2,45), 372 (WT=1,50),
373 (WT=1,74) i 374 (WT=1,48)
z numeru 12/19981 1/1999

Witold Bednorz = Tychy 43,87
Tadeusz Jdzefczyk -~ Poznan 42,19
Bogumita Piotrowska - Zielena Géra 39,07

&

Rozwigzanie zadania M 893,
[%] Jjest liczba liczb catkowitych

z pt"zc-r.lziah: [1,n], ktére sg podzielne

przez k. Tak wiec kazda ze stron

réwnosci, ktorg nalezy udowodnié, jest
réwna sumie liczb dzielnikéw wszystkich
liczb catkowitych z przedzialu [l % n].

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n 4+ 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnogymy przez wspdleczynnik trudnodci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sum¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg oséb,
ktére nadesltaly rozwigzanie choéby jednego zadania 2z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Zadania z matematyki nr 385, 386

Redaguje Marcin E. KUCZMA

385. Wyznaczyé wszystkie liczby § > 0, dla ktdrych jest prawdziwe nastepujace zdanie:
jezeli f:[0,1] — R jest dowolna funkcja ciagla spelniajaca warunek f(0) = f(1), to dla
pewnej liczby z zachodzi réwnoéé: f(z) = f(z + §).

386. Niech n > 2 bedzie ustalona liczba naturalng. Obliczyé maksymalng wartosé, jaka
moze mie¢ suma Z |P;P;|? dla n punktéw Pi,..., P, lezacych na sferze o promieniu 1
(suma (;) sktadnikéw, odpowiadajacych wszystkim parom (1, 7), i < j).

Zadanie 386 zaproponowal pan Krystian Bartniczek z Wiirselen.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/1999

Przypominamy tres¢ zadan:

381. Mamy dwie identyczne talie po n kart (n > 3); na kartach kazdej talii sa napisane liczby

od 1 do n, po jedne] na kagde) karcie. Przy okraglym stole siedzi n osdb; kazda trzyma dwie

karty. Co sekunde kazda osoba podaje karte z wigkszg liczba sasiadowi z prawej strony (ruch jest
wykonywany jednoczednie przez wszystkie n oséb). Zabawa sie koficzy, gdy ktéras z oséb ma w rece
dwie jednakowe karty. Wyznaczyé wszystkie wartosci n, dla ktérych opisany proces moze trwaé

nieskoriczenie.

382. Ciag (an ) jest okresdlony wzorami: ag = 2, a; = a2 = 1 oraz

an = —2an_1 — $an_2 + 2an_3 dlan > 3. Czy szereg ag + a1 + az + aa + ... jest zbiezny?

381. Zaldzmy, ze n jest liczba nieparzysta: n = 2k + 1. Wykazemy, ze zabawa musi

sig zakonczyé w skoriczonej liczbie ruchéw. Obie karty, na ktérych jest napisana

liczba ,17, nie ruszaja sie w trakcie gry. Pozycja obu kart ,2” staje si¢ takze stabilna
po co najwyzej dwdch ruchach. Po dalszych kilku ruchach stabilizuje sie pozycja

obu kart ,,3”. I tak dalej: po skoficzenie wielu ruchach ustabilizuje si¢ polozenie obu
kart ,k” (i wszystkich kart z numerami mniejszymi) oraz polozenie jednej karty ,k+17.
Jeéli gra sie do tej pory nie zakonczyta, karty o ustabilizowanym polozeniu znajduja sie
u réznych oséb. Druga karta ,k+1” wedruje teraz wokét stolu az do spotkania ze swoja
blizniaczka. W tym momencie zabawa si¢ kornczy.

Jezeli natomiast n jest liczba parzysta, to gra moze trwaé nieograniczenie. Wystarczy,
zeby na starcie kazda osoba miala w rece jedna karte z liczba < n/2 i jedna karte

z liczba > n/2. Po wykonaniu kazdego kolejnego ruchu kazda osoba nadal ma jedna
karte ,duza” i jedna ,mala”, wigc céz, trzeba gra¢ dalej (wesolej zabawy).

382. Mamy tu rekurencje liniowa trzeciego rzedu, o stalych wspdélczynnikach.
Wielomian charakterystyczny z°+ 222 + 2z — £ ma pierwiastki: a =
B=3(-1+ V3i), 7= (-1- \/3—-3?)‘ Szukamy wzoru jawnego w postaci

an = Aa™ + BA™ + Cy™. Podstawiajac n = 0,1,2 (i znajac wartoséci poczatkowe
ap, a1, az), dostajemy uklad trzech réwnaii z niewiadomymi A, B, C, z ktérych
wyznaczamy: A = %, B=(-5+ 8v/31), C = a5(—5— 8/31). Po kilku
nieciekawych przeksztalceniach postulowany wzér jawny przybiera postaé:

1 4\ " 5
= E(IQG- (?) —f—én), gdzie 6, =

4
T

—10 dla n= 3)6‘,
—19 dla n=3k+1,
29 dla n=3k+42.

n

Ciag (an) nie dazy do zera, wiec szereg 2“" nie jest zbiezny.
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Zadania z fizyki nr 282, 283
Redaguje Jerzy B. BROJAN

282. W zewnetrznym jednorodnym polu elektrycznym umieszczono prostopadle

do niego dwie przewodzace plytki i zwarto je, tak Ze wskutek indukcji na plytkach
pojawily sie tadunki przeciwnego znaku. Czy wzajemne przyciaganie tych plytek jest
silniejsze, czy slabsze od rozciagajacego je oddzialywania ze strony pola zewnetrznego?

. : - 283. 4 lutego br. rosyjscy kosmonauci przeprowadzili (nieudany) eksperyment
Termin nadsylania rozwigzan: = 4 . 3 i Y e e : i s
30 XI 1990 2 ofwietleniem powierzchni Ziemi $wiatlem stonecznym odbitym od zwierciadla
umieszczonego na orbicie. Jak podawala prasa, zwierciadlo bylo kolem o érednicy
25 m, a wysokoéé orbity wynosita 360 km. Jeéli odbita wiazka é§wiatla pada na
powierzchnie Ziemi prostopadle, a zwierciadlo jest plaskie, to jaka jest srednica
wytworzonego ,zajaczka”? Czy mozna ja zmniejszyé, stosujac zwierciadlo wkleste? Ile

; = F— razy silniejsze jest odwietlenie takim zwierciadlem od Ksigzyca w pelni? Dane: érednica
Czoléwka ligi zadaniowe] Y ) ;
Klub 44 F katowa Slorica i Ksiezyca na niebie — okolo 32, érednie albedo Ksiezyca (wspdtezynnik
po uwzglednieniu ocen rozwigzai odbicia éwiatla od jego powierzchni) ~ 0,073.
zadah 272 (WT=3,70) i 273 (WT=1,33)
2 numeru 2/1999 Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/1999
Zbigniew Galias = Krakdw a8,08 = LA T
Andrzej Nowogrodzki - Chociandw 30,41 Prz}'pomlnamy tresc zadan.
::‘i::’:;::‘;mm‘ i :;::::::'“ ::::; 278. Oceni¢ orientacyjnie minimalng predkosd _ji:L}':’h’ na nartach wodnych. Przyjaé¢ mase narciarza
ATtur Arclssamweki = Kialea 15,62 m = T0 kg, a laczng powierschnig nart § = 0,4 m~.

279. Jak wiadomo, dla obserwatora patrzacego znad wody obraz przedmiotéw polozonych w glebi
wody znajduje si¢ plycej. Czy dla obserwatora patrzacego ukodnie obraz ten jest:

a) przesunigty wegledem przedmiotu tylke w pionie, czy rodwniez w poziomie, a jedli tak, to w strone
obserwatora, czy w przeciwng?

b) polozony glebiej, niz dla patrzacego z gory, plycej, czy dokladnie na tej samej glebokoéci?

278. Jedli narty sa nachylone do poziomu pod katem « i calkowicie zanurzone
w wodzie, to pole przekroju odchylanego w dét strumienia wody wynosi S sin o, masa
wody przeplywajaca w ciagu czasu At przez ten przekrdj réwna sie gvAt - Ssin o, czyli
ped p = mv = gv? SAtsin a. Zmiang tego pedu wynikajaca z odchylenia strumienia
przez narty otrzymamy, mnozac ped przez sin «, zatem sila dzialajaca na narty jest
dana wzorem F = gv>Ssin® &, a jej pionowa skladowa wynosi Fyion = F cosa =
= gv’Ssin® & cos «. Maksymalna wartoécia wyrazenia sin® a cos o jest 2/(3v/3) = 0,38;
w wyniku przyréwnania Fpion max do cigzaru narciarza mg otrzymujemy

mg
0,3805
Pewne watpliwodci w powyzszym rachunku moze budzié¢ obliczenie ilosci wody

odchylanej przez narty oraz wartos¢ zmiany pedu. Ewentualne korekty objetyby
zaleznoéé sitly noénej od kata a, a stad i wspdlczynnik 0,38 w koficowym wzorze.

~ 2,1 m/s.

Vmin ~2

279. Aby wyznaczyé polozenie obrazu P’, powinniémy rozpatrzeé¢ bieg dwéch bliskich
sobie promieni wybiegajacych z punktu P (rys.). Niech y bedzie glebokoscia P,

n — wspolczynnikiem zalamania wody, o 1 & 4+ da — katami padania, f1 8 +df

— katami zalamania, y’ — glg¢bokodcia P’, natomiast z — przesunieciem poziomym P’
(z dodatnim zwrotem w strone obserwatora). Z rysunku odczytujemy, ze

ytga =z +y'tgh, ytg(a+da) =z +y tg(B +dp).

Odejmujac te réwnania stronami, znajdujemy
_V g tg(a + da) — tga
Yig(B+dp) —tgh’

Przyrost funkcji tangens w liczniku i mianowniku nalezy
wyrazié¢ za pomoca jej pochodnej i podstawié prawo
zalamania sin § = nsin o (albo jego rézniczkowa wersje
cos f#df = n cos ada). Otrzymujemy
cos® B (1 — n?sin® a)*/?
=y .

!
= =y
: . n cos® a n cos® ar

Jak mozna si¢ przekonaé, jest to malejaca funkcja
zmiennej o, czyli dla obserwatora z bokn obraz lezy plycej
- odpowiedZ na pytanie b). Aby odpowiedzieé na pytanie
a), wyznaczmy przesunigcie poziome x

sin® o

('n2 —1).

c=ytga—y'tgh =
ytga—y tgf I

Jak widaé, wielkoéé ta jest dodatnia.
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