
Wiek topologii

Rozwiazanie zadania F 506.
W czasie wyplywu z naczynia powietrze
rozszerza sie i wobec tego ochladza.
Nastepnie pozostale w naczyniu powietrze

ogrzewa sie kosztem ciepla przewodzenia
i cisnienie jego zwieksza sie.

Jerzy MIODUSZEWSKI

Aby zainteresowac matematyka moja szescioletnia córke, skleilem pasek papieru

we wstege Mobiusa. Powiedziala: Tato, tys sie pomylil! Powiedzieliby zapewne

tak i starozytni Grecy. W pierwszym rozumowaniu "Elementów" Euklides

nie zauwaza, ze korzysta z faktu rozcinania plaszczyzny przez okrag. Dopiero

w matematyce arabskiej dostrzec mozna swiadome korzystanie z aksjomatu

Pascha. Matematyka nie akceptuje bez potrzeby rzeczy zbyt osobliwych i nie

zauwaza rzeczy zbyt oczywistych.

Wstega Mobiusa i aksjomat Pascha leza u poczatków topologii, dyscypliny

matematycznej zdajacej sprawe z naj ogólniejszych zasad geometrii, której

potrzebe przeczuwal Leibniz, inspirowal Gauss, a której powstanie przypada na

druga polowe XIX wieku.

Jej siostrzyca jest topologia ogólna - nazywana tez mnogosciowa - której

motywacje siegaja Arystotelesa i Scholastyków XIV wieku - ale która

w matematyce pojawila sie w koncu wieku dziewietnastego jako zbiór srodków

dowodowych analizy i geometrii, a z poczatkiem naszego wieku wyodrebnila

sie jako dyscyplina samodzielna. Bada obiekty mnogosciowe, wiec moglaby byc

uwazana za galaz teorii mnogosci, ale sposób traktowania zadan jest taki, jak

w powstalej wczesniej topologii geometrycznej.

Szersze zakresy obu topologii nie tworza jednak calosci. Synkretyczne ich

laczenie doprowadzilo do mylacego obrazu. Ich zródla sa rózne, a kierunki

rozwoju - w pewnym okresie wspomagajace sie - odmienne. Laczy je wszakze

jeszcze jeden ogólny aspekt. Jedna i druga zaspokajaly wazna potrzebe

matematyki XIX wieku, która dla swojej imponujacej budowli poszukiwala

zwienczenia w postaci metafizycznych uzasadnien.

Metafizyka jest budowa myslowa dajaca ramy dla pojec najogólniejszycll. Problemem

metafizycznym jest zastanawianie sie nad sensownoscia mysli o podzielnosci przestrzeni

w nieskonczonosc. Metafizyka przedyskutuje problem nieskonczonosci. Okresli zadania

geometrii. Sformuluje V postulat, ale nie bedzie zajmowac sie zadaniem o sumie katów

w trójkacie. Czerpie z doswiadczenia. Ale jest to doswiadczenie podstawowe - wspólne dla

wszystkiego. Razem sklada sie na to, co Kant nazwal wiedza a.priori. Dyscypliny naukowe

maja wbudowane w siebie wlasciwe sobie zasady metafizyczne. Sa okresy w rozwoju nauk,

kiedy tworzenie tych zasad daje sie obserwowac. Matematyka przeszla faze niepokoju

metafizycznego w glebokiej starozytnosci greckiej, kiedy odkryto niewspólmiernosci,

a aporie Zenona wskazywaly koniecznosc ograniczen co do pogladu na budowe punktowa

przestrzeni i w rozumieniu nieskonczonosci. Innymi takimi okresami byly: okres nowozytny,

kiedy dzieki rachunkowi rózniczkowemu i calkowemu wlaczono do matematyki ruch, oraz

okres po odkryciach Dedekinda i Cantora, kiedy trzeba bylo adaptowac dla matematyki

teorie mnogosci. Po zbudowaniu metafizycznych ram dla teorii nastepuje okres korzystania

z sily jej zasad. Okres rozwoju sie konczy, kiedy dochodzi do rozwiazania problemów

wynikajacych z przyjetych zasad i teoria ginie w pustce metafizycznej. Jest niewiele dyscyplin

matematycznych - wsród nich na pewno teoria liczb - których niepokój metafizyczny nie

opuszcza. Wiekszosc - na przekór twierdzeniu Godla - rozwiazuje swoje problemy.

Geometryczny nurt topologii rozwijal sie - poczawszy od Gaussa - pod

wplywem potrzeb analizy. Teoria funkcji analitycznych postawila zadanie

wyeliminowania z rozwazan funkcji wielowartosciowych poprzez zinterpretowanie

ich jako funkcji jednowartosciowych na powierzchniach nakrywajacych ich

dziedziny. Redukcje tego zagadnienia - nazywanego zagadnieniem uniformizacji
- wiodly do twierdzenia nazywanego twierdzeniem o zachowaniu obszaru,

które mialo orzekac, ze podzbiór otwarty przestrzeni euklidesowej, przeniesiony

za pomoca homeomorfizmu punktowego w inne jej miejsce, nadal bedzie

zbiorem otwartym. Twierdzenia dowiódl Brouwer, nie baczac, ze problem

uniformizacji zostal rozstrzygniety wczesniej przez Koebego na innej drodze.

Jeden z wniosków tego twierdzenia orzekal, ze przestrzeni euklidesowych

rózniacych sie wymiarami nie mozna odwzorowac na siebie homeomorfizmem

punktowym. Uprawomocnilo to stosowalnosc metod mnogosciowych w geometrii.

Prace Brouwera zawieraly poza tym rozwiniecie procedury aproksymacyjnej

laczacej metody istniejacej juz wczesniej topologii symplicjalnej z metodami

mnogosciowymi. Dzieki nim i programowej rozprawie Dehna i Heegarda,
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dotyczacej topologii wieloscianów, topologia o ukierunkowaniu geometrycznym

okreslila sie jako dyscyplina niezalezna od problemów zewnetrznych.

Jej podkladem stricte geometrycznym byla topologia wieloscianów

- rozumianych jako bryly kompleksów symplicjalnych - z ich odwzorowaniami

kawalkami liniowymi. Tu problemem stala sie wkrótce hipoteza podstawowa

- Hauptvermutung - wedlug której dwie rozmaitosci wieloscienne, dajace sie

odwzorowac na siebie homeomorfizmem punktowym, mialy dac sie na siebie

odwzorowac homeomorfizmem kawalkami liniowym. Wczesniejszym problemem

bylo to, czy rozmaitosci - rozumiane jako sumy mnogosciowe obszarów

." euklidesowych tego samego wymiaru - moga byc traktowane jako wielosciany,

tj. czy sa triangulowalne. Hauptvermutung zapewnialaby, ze triangulacja jest

w okreslonym sensie jedyna. Zapewnialaby, ze charakterystyka Eulera sumujaca

ze znakami na przemian ilosci sympleksów triangulacji - kolejno wedlug ich

wymiarów - nie zmienia sie, jesli bryle triangulacji poddac przeksztalceniu

bedacemu homeomorfizmem punktowym. Problem triangulacji zostal

rozwiazany w wymiarze 2 w latach dwudziestych przez Radó, a w wymiarze 3

w latach czterdziestych przez Moise'a, który potwierdzil Hauptvermutung

do wymiaru 3. Mimo ze w wymiarach wyzszych Hauptvermutung jest

nierozstrzygnieta badz falszywa, to charakterystyka Eulera okazala sie

niezmienna przy homeomorfizmach punktowych; dzieki wykorzystanej - poprzez

teorie homologii - metodzie aproksymacji symplicjalnej, sumowanie ilosci

sympleksów mozna zastapic sumowaniem liczb Bettiego, które sa niezalezne od

triangulacj i.

Nie sposób wymienic tu dostatecznie duzej czastki sposród waznych problemów

i rozstrzygniec topologii geometrycznej, aby dac pojecie o sile jej rezultatów.

Ale wspomnijmy J .H.C. Whiteheada, który przedstawil kostke euklidesowa

wymiaru 10 w postaci produktu kostki wymiaru 7 i pewnego wieloscianu

róznego topologicznie od P, inwolucje ciagla na sferze 54 - zbudowana przez

Binga - której zbiór punktów stalych nie jest sfera, nierozstrzygnieta do tej pory

hipoteze Poincarego, oraz to, ze dawne metody Koebego odzyly u Thurstona

w jego próbach klasyfikacji rozmaitosci trójwymiarowych. Wyraznie okreslone
i trudne problemy stawiaja te galaz topologii w centralnym miejscu matematyki.

Tendencje algebraizujace z lat szescdziesiatych oslably.

Topologia mnogosci owa jest nie tylko dlatego inna, ze jest mnogosciowa, lecz

glównie dlatego, iz nie stawia sobie niczego za cel. Jej charakter metafizyczny
okreslil Cantor w swoim manifescie matematyki wyzwolonej. Chociaz

poczatkowo traktowana byla przede wszystkim jako pomoc w badaniu wlasnosci

figur geometrycznych danych punktowo, to juz od lat trzydziestych obiekty,

takie jak (3N, discontinua Cantora, przestrzenie normalne Moore'a, uwolnily

topologie mnogosciowa z wiezów uzytkowosci. Patrzac na ten okres topologii

mnogosciowej , trudno nie poddac sie nostalgii. Zdawalo sie, ze odkrycia
mnogosciowe Cohena przedluza w sposób istotny ten imponujacy rozwój.

Ale nieokreslonosc celów - tak poczatkowo atrakcyjna - doprowadzila

do tego, co mozna porównac z zadeptaniem srodowiska naturalnego. Czy

musialy powstac przestrzenie motylowe i kosmetryczne, gdzie autorzy jednego

z tych pojec atakowali autorów drugiego - i na odwrót - za udziwnienia?

Odegraly role niekorzystne warunki zewnetrzne w postaci zasilania srodkami

materialnymi, co w zakresie dyscyplin majacych charakter swobodnej gry mysli

nie ma uzasadnienia. Powodowalo to szybkie rozwiazywanie zagadnien, co

skutkowalo poszukiwaniem problemów ciagle nowych, bez ogladania sie na ich

umotywowanie. Rozwiazania nie zawsze byly gruntowne i na pobitewnym polu

pozostalo wiele skarbów. Wracanie do nich jest przeciwne naturze poszukiwaczy.

Topologowie naszej generacji glosza, ze topologia ginie, ze powinna wrócic do

swych zródel w fizyce, która uznaja za oparcie w kazdym kryzysie. Chodzi

o nieokreslonosc problemów, od czego nie jest wolna i geometryczna czesc

topologii, a wiec o kryzys zasad metafizycznych. Ale, jesli fizyka mialaby ten

kryzys rozwiazac, musialaby byc sama metafizycznie ugruntowana. Wpadamy

w bledne kolo - bo fizyka szuka - chociaz z innych przyczyn - oparcia

Z tych rozwazan wynika, ze o ile

liczba a, o której mowa w tresci zadania,

w ogóle istnieje, to a = 2. Bezposrednim

rachunkiem sprawdzamy, ze x2 - x + 2

istotnie jest dzielnikiem Xl3 + x + 90.

Rozwiazanie zadania M 890.
Niech I(x) = x2 - x + a,

g(x) = x13 + x + 90. Mamy

1(0) = 1(1) = a, g(O) = 90, g(l) = 92,

a zatem liczba a powinna dzielic

najwiekszy wspólny dzielnik 90 i 92,

czyli 2. Ponadto, 1(-1) = a + 2,

g( -l) = 88, skad wynika, ze a nie

moze byc równe 1 ani -2. Wreszcie,

1(-2) = a + 6, g(-2) = -8104, wiec

z pewnoscia a ~ -l.
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w matematyce, nie wylaczajac topologii. Wedlug powszechnego pogladu fizyka

to fizyka formalizmów matematycznych algebry i analizy matematycznej.

Tymczasem fizyka wspólistnieje z matematyka dopiero od Newtona, a wiec

niewiele wiecej niz trzy stulecia. Zapomina sie o jej niematematycznej prehistorii

siegajacej Arystotelesa, która fizyke uksztaltowala metafizycznie. Dwudziesty
/ wiek obarczyl fizyke zadaniami, dla których obecnie stosowany formalizm

matematyczny staje sie nieadekwatny, zarówno na poziomie fizyki czastek

elementarnych, jak i w teoriach kosmologicznych. Ma sie nieraz wrazenie, ze jest

stosowany przez fizyków magicznie.

Mówiac o wymiarze przestrzeni, myslimy o trzech wzajemnie prostopadlych

wektorach, nie zwazajac na to, ze fizycznosc reperu trzech wektorów ma

uzasadnienie jedynie w naszych warunkach ziemskich, gdzie Ziemia w swojej

plaszczyznie daje dwa z nich, a kierunek ciezaru trzeci. Jesliby nam przyszlo

rozwinac cywilizacje w miejscu, gdzie brak grawitacji, skad wzielaby sie

w naszym umysle prostopadlosc? Niech to pytanie bedzie sygnalem watlosci

naszych przeslanek co do wyboru konwencji matematycznych, które sa dalekie

od uniwersalnosci. Mimo to wymiarem, opartym na pojeciu reperu wzajemnie

prostopadlych wektorów, fizycy posluguja sie nie tylko w makroswiecie, ale
i w mikroswiecie, o którym juz Riemann pisal, ze zapewne rzadzi sie inna

geometria·

Aby wyjsc z trudnosci, wezmy na pomoc topologie. Remi Lebesgue

zaproponowal w latach dwudziestych widzenie wymiaru takie, w którym

kazdy element pojeciowy ma sens fizyczny. Przyjmijmy za Lebesguem,

ze przestrzen jest wymiaru nie wiekszego niz n, jesli ma dowolnie drobne

pokrycia zbiorami otwartymi, takie, ze nie wiecej niz n + 1 sposród tych zbiorów

moze sie przecinac, i przyjmijmy za wymiar przestrzeni najmniejsza sposród
wspomnianych liczb n. Jednym z najwiekszych osiagniec topologii poczatku

naszego wieku byl dowód, ze dla przestrzeni euklidesowych wymiar Lebesgue'a

pokrywa sie z ich wymiarem wektorowym. Ale wymiar Lebesgue'a ma sens

dla wszelkiego rodzaju przestrzeni, a elementy skladajace sie na to pojecie

- przecinanie sie i pokrywanie figur oraz ich rozdrabnianie sie ku zeru - maja

uniwersalny sens fizyczny. Wymiar przestrzeni w danym jej miejscu jest maly,

jesli sasiedztwo tego miejsca, zlozone z komórek pokryc, jest ubogie przy

rozdrabniajacych sie pokryciach. Ustalenie wymiaru mozna wyobrazic sobie

jako czynnosc fizyczna. Fizycy obserwuja, ze kwark moze kontaktowac sie naraz

z bardzo wielka iloscia innych, co znaczy, ze jego przestrzen jest bardzo luzna,

tj. ze jej wymiar jest duzy. Wymiar naszej czesci makrokosmosu - wynikajacy
z naszych doswiadczen z cialami sztywnymi - jest 3. Czy utrzymuje sie

w dalszych jego partiach?

Pan Slawomir Cholcha (Podgórno 6,

84-242 Luzino) wymieni lub kupi stare

(1974-9) roczniki lub pojedyncze numery

Delty, takze Problemów i Mlodego
Technika.

Przed dwudziestu mniej wiecej laty wyslano w przestrzen informacje o naszej

cywilizacji. Bylo tam twierdzenie Pitagorasa, uwazane przez nas za uniwersalne

dla kazdej mozliwej do pomyslenia matematyki. Tymczasem, wystarczy sobie

wyobrazic istoty, których matematyka jest oparta na reagowaniu na dwa

symbole: 1 i O. Wiemy, ze ten drobny poczatek wystarczy, by rozwinac to

w imponujacy system liczb dwuadycznych, które mozna dodawac, odejmowac,

mnozyc, a nawet dzielic. Nie ma wsród nich jednak liczby, która pomnozona

przez siebie daje 2. Poslugujacy sie ta arytmetyka i geometria na niej oparta nie

zapytaja o twierdzenie Pitagorasa.

Odgalezieniem topologii przestrzeni euklidesowych jest teoria kontinuów,

najpierw lokalnie spójnych, które sa figurami o dostatecznej regularnosci. Ale

uwage bardziej przyciagaja ich osobliwosci. Krzywa trójkatowa Sierpinskiego

- przy prostym opisie globalnym - dostarcza nadal trudnych problemów

dotyczacych jej zachowania sie przy odwzorowaniach. Krzywa Mengera ukazuje

swoje rózne nieoczekiwane oblicza, zaleznie od polozenia w przestrzeni. Ale

jeszcze osobliwsze jest zachowanie sie pseudoluku - kontinuum dziedzicznie

nierozkladalnego wezowego. Jest ono homeomorficzne z kazdym swoim

podkontinuum wielopunktowym, na które mozna je zretrahowac - w czym jest

podobne do odcinka - ale - podobnie jak okrag - jest przestrzenia jednorodna·
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_ Zadania

Ma na sobie nietozsamosciowe inwolucje ciagle dowolnie bliskie tozsamosci.

Niektóre z kontinuów wezowych - przy pewnych polozeniach na plaszczyznie

- sa atraktorami homeomorfizmów plaszczyzny, ale nie wiadomo, czy

atraktorem moze byc pseudoluk. Wspólne brzegi trzech obszarów - jezior Wady

- zapoczatkowaly te dyscypline, która atrakcyjnoscia porównywalna jest z teoria
liczb.

Wartosc teorii matematycznych oceniana bywa ich uzytecznoscia. Topologia

- nawet ogólna - wykazala uzytecznosc, dajac ogólniejszy wglad w inne teorie

matematyczne. W XX wieku nastapilo cos, co mozna by nazwac topologizacja

matematyki.

Ale uzytecznosc z czasem sie wyczerpuje. Przestrzen (3N mówila cos

o problemie ciaglego przedluzania funkcji. Teraz raczej podziwiamy jej strukture

wewnetrzna, problem przedluzania funkcji widzac dla niej jako marginalny.

Przyjdzie czas, ze nic nowego o tej przestrzeni nie bedzie juz do powiedzenia.

Ale nie przestaniemy jej podziwiac, tak jak nie przestajemy podziwiac
Koncertów Brandenburskich Bacha.

Nieefektownym wydaje sie los teorii matematycznej w roli eksponatu

muzealnego. Ale pomyslmy, ze ten los moze spotkac rachunek prowadzacy od

zasad dynamiki Newtona do praw Kepiera. Ruchy planet nie sa tak idealne jak

opis dany tymi prawami. Odchylenia lepiej odda manipulacja komputerowa

niz trud matematyka. Przyjemnie wiec bedzie dla kontrastu zobaczyc kiedys

w muzealnym otoczeniu elegancki - wygladzony przez uplyw wieków - wywód

Newtona. Niewdzieczny bedzie los dokonan matematycznych, które nie znajda

tam miejsca.

Chcielibysmy, by nasze dokonania pozostaly w matematyce wiecznie. Ale nawet

jesli sama matematyka jest wieczna i jest podobna do drzewa, które stale rosnie,

to jego galezie sledzone z osobna moga wieczne nie byc. Drzewem - dodajmy,

ze szczuplym (to wazne!) - które samo jest wieczne - a zadna z jego galezi taka

nie jest, jest drzewo Suslina. Jednym z dokonan XX wieku - w którym topologia

miala swój udzial - jest to, ze bez sprzecznosci mozna takie drzewo pomyslec.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 505. Odejmujac od ciezaru naczynia z gazem ciezar samego naczynia, mozna

znalezc ciezar gazu. Ale molekuly "lataja" po calym naczyniu, w jaki wiec

sposób mozna wyznaczyc ciezar gazu?

Rozwiazanie na str. 6

F 506. Naczynie zaopatrzone w manometr napompowano powietrzem.

Nastepnie otwarto kurek laczacy naczynie z otoczeniem, aby nastapilo

wyrównanie cisnien na zewnatrz i wewnatrz naczynia, po czym od razu kurek

zamknieto. Po pewnym czasie cisnienie w naczyniu ponownie wzroslo. Dlaczego?

Rozwiazanie na str. 10
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